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INTRODUCERE - Biblioteca ANA

Metodele din ANA sunt bazate pe teoria si algoritmii expusi in manualul: Adrian
Chisalita, “Numerical Analysis” (2002). Tn ceea ce urmeaza, citarile unor capitole,

paragrafe, se refera la aceastd lucrare.

Nota:

- Unii algoritmi din ANA sunt mai evoluati decat cei expusi in “Numerical
Analysis”.

- Unele surse din ANA pot fi mai evoluate decét cele descrise in acest Manual.
in acest caz, actualizarile si, in particular, structura fisierului de intrare, se
descriu Tn comentariile din programul principal (Main-...).

[

ANA este organizata pe foldere care contin rutinele necesare pentru utilizarea unei
metode numerice, calculul unor marimi (exemplu: numarul de conditie), sau ilustrarea

erorilor sau preciziei in calculul cu numere reprezentate in virguld flotanta.

Folderele contin fisierele sursa necesare pentru constructia unui proiect. In general,
folderul contine:
1. Programul principal
2. Subrutina metodei
3. Subprogramul de tip function/subroutine pentru definirea functiei/
functiilor cu care se lucreaza (pentru ecuatii neliniare)
4. Alte subrutine utilitare

Programul principal realizeaza, cel putin, urmatoarele actiuni:
e Citeste datele de intrare
e Apeleaza subrutina metodei
e Tipareste rezultatele.

Unitatile de program 1 si 3 se presupun scrise de utilizator. Pentru facilitate, ele sunt

incluse in folder.

Unitatea 3 contine cod pentru un exemplu de test. Pentru radacinile polinoamelor,

sistemele de ecuatii liniare si pentru problema de valori proprii, in locul unitatii 3, n



folder este inclus un fisier cu datele pentru un exemplu de test. Utilizatorul va
modifica codul din 3 sau datele din exemplul de test, pentru problema concretd cu

care se lucreaza.
De asemenea, utilizatorul poate modifica programul principal.

Utilitarele sunt rutine incluse in proiect, in special pentru tiparirea datelor de iesire.

Descrierea lor se da in capitolul UTILITARE.

Nume foldere. Nume unitagi de program si fisiere asociate
In general:
e Numele folderului este 0 mnemonica a metodei.
e Numele subrutinei metodei este tot o mnemonica a metodei.
Exemplu: pentru metoda bisectiei, numele folderului si al subrutinei este BIS.
e Programul principal are numele MAIN- urmat de numele subrutinei. Exemplu:
MAIN-BIS.
e Numele functiei este fun, f, g, etc.
In cateva cazuri, programul principal incorporeazi si metoda; in acest caz, numele

unitatii de program este 0 mnemonica a metodei (fara a mai fi precedat de MAIN-).

Nume foldere/Nume Fisiere Sursi

e Pentru metodele in dubla precizie, in general, numele folderului si numele

fisierelor sursa, sunt succedate de caracterele _D, _d.
(In versiuni mai vechi, ar putea fi precedate de caracterele D, d).

e Fira sufix (sau prefix): Tn general: Metode si surse in simpla precizie.
Uneori, rutina incorporeaza mai multe niveluri de precizie.

Nota
- Cand numele folderului sau al unui fisier-sursa contine o specificatie de an,
codul din acestea este in versiunea cea mai recenta.
Exemplu (folder): Gauss 2010 si Gauss.
- Cand numele folderului sau al unui fisier-sursa contine terminatia -IVF,

compilarea este presupusa pentru compilatorul Intel Visual Fortran.
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Cod

Tn scrierea codului, s-a dat intietate claritatii programirii metodei, uneori in dauna
compacitatii codului. Datele de intrare se citesc fie de la terminal, fie dintr-un fisier de
date. Aceeasi observatie pentru scrierea datelor de iesire. Cand se utilizeaza un fisier
de date, in general, datele de iesire se scriu in acest figier, in continuarea datelor de
intrare. Solutia figierului de date se poate adopta intotdeauna, prin modificarea

codului.

- Pentru simplificare, in versiunile mai vechi de cod, s-a evitat utilizarea
ferestrelor de dialog pentru deschiderea / selectarea / crearea unui figier sau
directoriu. Tn acest caz: fisierul de intrare se specifici cu cale completi; sau, se
poate specifica numai cu nume, daca fisierul se gaseste in folderul proiectului

(In acelasi folder cu sursele).

- TInversiunile actuale de cod, operatiile de mai sus se fac prin fereastra de

dialog standard (in particular, selectarea fisierului de intrare).

Codurile prezentate in versiunea simpla precizie, pot fi convertite usor la dubla

precizie prin adaugarea declaratiilor necesare. Limbajul este Fortran 90/95.

Unitatile de program contin comentariile necesare pentru semnificatia datelor de
intrare, parametrilor de apel ai subrutinelor, etc. Pentru concretizarea datelor de

intrare v. figierul de test al metodei.

Observatie

Testele de oprire a unei iteratii sunt, in general, de forma: | x,,, — X, |[< eps si

numar de iteratii < Init. Toleranta eps si numarul maxim de iteratii Init sunt date

de intrare. Trebuie ca eps >ULP(x,), unde ULP(x,) este cel mai mic numar care
adunat la x_ da, prin rotunjire, un numar mai mare ca X, — V. Cap. 1, 3.6. In caz
contrar, cu exceptia cazului X, = X, , primul test nu poate fi satisfacut si iteratia

se opreste prin depasirea lui Init. Uneori codul testeaza si corecteaza toleranta eps

introdusi de utilizator — v. ca exemplu metoda bisectiei. Tn caz contrar, la

introducerea datei eps, utilizatorul se va tine cont de conditia de mai sus m
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Utilizare

Cu rutinele din folder se construieste un proiect de tip “Console Application”. Pentru
simplificare §i portabilitate, rutinele nu contin dialoguri si nici iesiri grafice. Utilizarea
este presupusa pentru compilatorul Compaq Visual Fortran 6.6C, 2002 (si pentru
mediul Developer Studio), dar rutinele pot fi utilizate si pe o altd platforma. Tn
particular, rutinele cu numele “nume-IVF” se refera la compilatorul Intel Visual Fortan
11.x, 2010 (si mediul Microsoft Visual Studio 2008).

Descrierea figierelor din foldere si a metodelor numerice, se da in capitolele
urmatoare. Pentru unele metode (in particular: Muller, problema de valori proprii, si
Interpolare), prezentarea teoretica este mai desvoltata.
Pentru detalii suplimentare, ca si pentru cele mai recente actualizari, v. comentariile
din surse. Unele comentarii pot fi in limba engleza.
Avertizare: Exemple de test si Rezultate
Majoritatea rezultatelor numerice din exemplele de test sunt obtinute prin
rularea cu un procesor Pentium 1V, si cu compilatorul CVF 6.6¢ — cu optiunile
de compilare implicite al mediului Developer Studio, daca nu se specifica
altfel. (Cu exceptia rezultatelor indicate ca obtinute cu compilatorul IVF 11.1;
procesorul este Intel Duo T2450).
Utilizarea altor procesoare si altor compilatoare (sau optiuni de compilare) ar
putea face ca, in unele cazuri, rezultatele numerice sa nu se reproduca exact —

ci humai apropiat.

Fonturi

Text: Times New Roman

Nume foldere: Arial

Nume fisiere; nume rutine: Arial 11

Date de intrare; rezultate (din fisierul de iesire); secvente de cod: Courier New 11

Caracterul m indicd sfarsitul unei Propozitii, Observatii, Exemplu, etc.
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CAPITOLUL | - REPREZENTAREA NUMERELOR iN
CALCULATOR si ERORI

Foldere tematice: $ Recurrence; $ Representation; $ Errors; $ Ulp.

Recurrence

Bessel

Calculul functiei Bessel: direct, si prin recurenta. Se pune in evidenta, instabilitatea
algoritmului bazat pe formula de recurenta cu trei termeni. Implementarea Exemplului
4, Cap. 0, 2.2.

Fisiere:

Bessel.f90

Se calculeaza valorile functiilor Bessel de speta I-a, pe argumentul y =1, pentru
m =110, in doud moduri:
& (-4
(a) Direct (serie): J,_ (1) = (%)mzolm
Seria se trunchiaza in momentul cand termenul curent este mai mic decat, sau
egal cu 1E-15 (si se insumeaza cel mult 100 termeni). Valorile obtinute se

considera valorile “exacte”.

(b) Prin recurenta: J, (1) =2mJ, 1) -J,, @D
Se porneste cu valorile J, (1) si J, (1) calculate cu trei grade de precizie,

exprimate prin numarul de cifre semnificative exacte: 15—16 (dubla-precizie),
10, si 7 (simpla precizie). Calculul, cu aceste valori de pornire, se face in dubla

precizie.

Rezultatele se scriu in fisierele bess-n.rez, unde n=7;10;16.

Pentru calculul direct: numarul de termeni care se insumeaza efectiveste 9 ... 5
(pentru m=0,1,...,10); acest numar se listeaza in fisierul de iesire. Primul termen
neglijat in serie este de ordinul 10™*"...107*%; acest termen se listeazi la display.

Se remarca divergenta crescatoare cu m, a valorilor calculate prin recurenta in raport

cu valorile exacte — chiar pentru un numar mare de cifre semnificative (16), in J, si



13

J,. Singurele erori introduse n calculul (b) sunt erorile de rotunjire in valorile lui J,

siJ,.

Exemplul Muller-Kahan

Cf. Kahan [2006].

Se considera functia

f(y,z) =108—(815-1500/2)/y
Se defineste sirul:

Xo =4, X =425

Xpoy = (X, X,4), N1

Sirul converge catre o limita L; se propune a se gasi L, prin calculul lui x,, pentru

n="mare", de exemplu n ~ 80.

Calculul in dubla precizie (si in precizie extinsa) conduce la L ~100. Limita
adevdrata este L =5 - v. Lucr. citata.

Exemplul arata instabilitatea formulei de recurentd cu 3 termeni pentru calculul lui

X

n+l-*
Nota
Calculul in precizie cvadrupla da rezultatul corect, anume:

Xg1 =4.99979690071464772103694582965119 W

Representation

Represent_Int

Reprezentarea numerelor intregi, in format.
Tipuri: INTEGER(n): n=1; 2; 4; 8;

Fisiere:
Main_Represent_Int-3.f90
Represent_Int-2.0bj
width.fo0

Exemplu

La intrarea: Tip: INTEGER(4); Intreg = 1082130432, programul are urmatoarea iegire
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I: 1082130432
bx:01000000 10000000 00000000 00000000
S]int:0/1000000100000000000000000000000

T =intregul introdus; bx: reprezentarea in format ca sir de biti (pentru claritate, octetii
sunt separati cu un spatiu);

S|int: reprezentarea in format cu evidentierea bitului de semn (S).

Represent

Reprezentarea numerelor reale, in format.
Tipuri: REAL(Nn): n = 4; 8; [16];

Sub-foldere:
\CVF: compilare cu CVF; \IVF: compilare cu IVF;

Fisiere (\IVF):
Main_Represent.fo0
Represent.obj
width.f90

Note:
- Tipul REAL(16) este suportat numai de IVF.
- Sevacompila cu optiunea: Enable IEEE Minus Zero Support: Yes.
Valori x, admise la intrare (3 si 4 — numai cu IVF):
1) Numere finite (normale; denormale)
2) 0.0; -0.0
3) infinity; -infinity

4) nan

Exemplu
- Intrare: Tip: REAL(4); x = 1E38;
- lesire:

x: 9.9999997E+37
bx:01111110 10010110 01110110 10011001
S:0
Exp:11111101



Sig:00101100111011010011001
isSig: 1472153

(E_stocat = 253; E =126)
(1Sig: 1472153; Sig = 1.175494; Fr = 0.587747)

% : Realul introdus;

bx : Reprezentarea in format ca sir de biti (octetii sunt separati cu un spatiu);

S; Exp; Sig: Bit de semn; Camp exponent; Camp semnificand;

E stocat; E: Exponentul stocat (in cAmp exponent); Exponentul reprezentarii (in
calculator);

iSig; Sig; Fr: Tntregul stocat In cimp semnificand; Semnificandul; Fractia in

model — returnata de functia intrinseca fraction(x).

Exemplu-2 (IVF)
- Intrare: Tip: REAL(4); x = nan;

- lesire:

x: NaN

bx:11111111 11000000 00000000 00000000
S:1

Exp:11111111
Sig:10000000000000000000000

(E_stocat = 255; E =128)
|

Intrinsec_2

Apelul functiilor intrinseci Fortran, pentru parametrii reprezentarii.
Fisiere:

Intrinsec-2.f90

Se exemplifica apelul, pentru o datd real (4) sireal (8), a urmatoarelor functii
intrinseci:

Digits; Exponent; Fraction; Maxexponent; Minexponent; Nearest; Huge; Precision;
Range; Spacing; Tiny; Epsilon.

Setesteaza 1 + epsilon(1.0) > 1.

Pentru semnificatia functiilor intrinseci — v.: “Compaq Visual Fortran Language

15

Reference Manual”, 2001; “Intel Visual Fortran Compiler 11.x for Windows”, 2010.
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Special_Values

Valori speciale.
Fisiere:

Special_Values.fo0

Programul ilustreaza calculul si tiparirea urmatoarelor valori speciale — Cap.1, 3.5:

e Zero cu semn: -0.; (-1) *0.

e Infinit cu semn: +1./0.
e NaN (Not a Number): 0./0; (1./0)*0; (1./0) +(-1./0)
e Numir denormalizat: 10
e Depasire format (superioard): 10%
e Depasire format (inferioard): 10
In Project Settings, se va seta optiunea Enable IEEE Minus Zero Support, in tab-ul

Fortran/Floating Point.

Errors

Folderul contine urmatoarele sub-foldere, continand ilustrari de erori, in calculul cu

numere reprezentate in virguld flotanta.

Assoc_sum

Ne-asociativitatea sumei.
Fisiere:

Sum_1.f90, FP_precis.f90

Se considera termenii

x1 =1.25E20; x2 = 555.5,

si sumele

sl p=x1+x2-x1

2 p=x1-x1+x2.

p noteaza precizia pentru reprezentarea termenilor (si a sumelor partiale), anume:

S: precizie simpla (24 biti), d: precizie dubla (53 biti), si e: precizie extinsa (64 biti).

Precizia de reprezentare de 64 biti se seteaza cu subrutina fpprecis.



17

Rezultatele se scriu in fisierul sum.rez, anume:
sl s = 0.000000

sl d = 0.000000000000000

sl e = 552.0000000000000000

Suma s2_p are valoarea corecta (pentru oricare p): s2 = 555.50 .. O.

Do

Calculul unei sume intr-un ciclu DO, in formele:
suml =0.; suml1 = suml +h; n termeni.

sum2 = j*xh; j=1n

Fisiere:

D02003.f90

Programul listeaza sum1, sum2, si eroarea relativd a lui suml, pentru n=10°, cu

pasul 20,000. Se observa ca eroarea relativa creste odata cu numarul termenilor.

Ecuatie_gr2
Pierderea de semnificatie la radacinile unei ecuatii de gradul 2.
Fisiere:

Ecuatie_gr2.f90

Se considera ecuatia X* —26x+1=0, cu radacinile X,, =13++/168. Radacinile se

calculeaza in simpla si dubla precizie; valorile in dubla precizie se considera valorile

exacte. Tn simpla precizie, ridicina X, se calculeazi in dou moduri: dupa formuli —

caz in care apare pierdere de semnificatie, si sub forma X Se listeaza

1
2m 13414168

erorile relative ale radacinilor; se constata ca valoarea X, , este exacta.

Integer2
Calculatii cu integer(2).
Fisiere:

Integer2.f90



18

Se stie ca integer(2) se reprezinta pe 2 octeti, iar plaja de reprezentare este

—32768 < integer (2) < 32767 (Cap. 1, 2). Programul testeaza suma 32767 +1i2, unde
12 este integer(2); de exemplu, pentru i2 = 3, se obtine -32766. Explicatie: termenii
sumei se reprezinta ca mai jos (Cap 1, 2; vezi si reprezentarea acestor numere cu

utilitarul Bitview):
011111111 11111111 = 32767
010000000 00000011 = 3

Adunarea produce numarul
110000000 00000010 = -32766
Loss_signif

Pierderea de semnificatie.
Fisiere:

Loss_signif.f90

Proiectul implementeaza Exemplul 2, Cap.2, 4.1. Se considera calculul functiei:

f(x) = x(vx+1—/X),

pentru x =107, j=1, 2, ...7, in simpla si dubli precizie. Valorile f (x) calculate in
dubla precizie sunt considerate valorile ‘exacte’. Se calculeaza in simpla precizie,

valorile functiei g(X) data de

X
900 =———.

Ix+1++/x
g este transformata lui f, care evita calculul diferentei VX +1— Jx care produce
pierderea de semnificatie. Analitic, g(x) = f(x).

Se listeaza: valorile f(X) in simpla precizie; valorile f(x) in dubla precizie, rotunjite la 8

cifre semnificative; valorile g(x) in simpla precizie. Se observa ca:

e Valorile f(x) in simpla precizie se altereaza odata cu cresterea lui j, datorita

pierderii de semnificatie.

e Valorile g(x) au 7 cifre semnificative corecte.

Rump_pol
”Polinomul” lui Rump [Rump S.E., 2010, 1988].
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Fisiere:

main-rump.f90; FP_precis.fo0;

Se considera functia

f(x,y)=333.75y° + x*(11x*y* — y® —121y* —2) +5.5y® + x/(2y)

si evaluarea lui functiei, pentru x = 77617 siy = 33096.

(Partea esentiald e constituitd din polinomul format de primii 3 termeni si, din acest
motiv, exemplul poartd numele de “polinomul” lui Rump. Polinomul a fost considerat
de Rump in 1983 si reluat in lucrarea din 1988).
Programul listeaza valorile polinomului calculate cu 3 nivele de precizie (oferite de

compilatorul CVF 6.6), anume:

24 biti (precizie simpla): -1.180592E+21
53 biti (precizie dubléd): -1.180591620717411E+21
64 biti (precizie extinsa): 5.764607523034234880E+17

Valoarea corecta:

-0.82739 60599 46821 36814 11650 95479 81629 19990 331
(obtinuta cu precizie de 43 cifre zecimale de precizie; =~ 144 biti).

Nota

In precizie cvadrupla (compilatorul IVF 11.1), se obtine:

113 biti (Precizie cvadrupla): 1.17260394005318

[

Pentru rezultate similare, obtinute cu compilatorul FORTE Developer 6 (Fortran 95,
Sun) v. Loh & Walster (2002).

Explicatie:

Cei patru termeni ai polinomului au valorile:
tl: 4.386057508463932E+29

t2: =7.917111779274714E+36

t3: 7.917111340668962E+36

td: 1.17260394005318

Astfel, nu se produce depasire de format nici pentru simpla precizie. Dar termenii doi
si trei sunt egali cu aproximativ 2'%°, si astfel, pentru reprezentarea cu toate cifrele
pentru evitarea pierderii de semnificatie, este necesara o precizie de cel putin 123 bii.

Ori, chiar precizia cvadrupla (real (16) ) nu oferd decat 113 biti. Astfel, pentru
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evaluarea polinomului in forma data, trebuie apelat la un pachet multi-precizie — cum
este, de exemplu, MPFUN, v. “High-Precision Software Directory”, 2010.

Explicatia analitica este urmatoarea (Loh & Walster (2002)): X siy dati, satisfac
relatia x> =5.5y* +1. Cu aceasta, termenii de ordin superior lui 1 7n x si y se reduc, si

expresia polinomului devine

Astfel, suma adevarata a primilor 3 termeni (exceptand fractia) este -2.

Programul listeaza si valoarea lui f,(X,y), calculata in precizie dubla.

Rump |

Polinomul nr. 2 al lui Rump [Rump S.E., 2010]
Fisiere:

main-rump 11.f90; FP_precis.f90;

Exemplul este similar cu cel din paragraful anterior, dar cu o expresie mai simpla; a

fost introdus de Rump in 2010.
f(a,b)=21-b-b—-2-a-a+55-b-b-b-b-10-a-a-b-b+a/2-b

Se calculeaza in aceleasi valori: a = 77617.; b = 33096.

Suma primilor 4 termeni este -2 (valoarea adevarata).

Programul listeaza, ca in ex. precedent, valorile polinomului calculate cu 3 nivele de

precizie (compilatorul CVF 6.6), si anume:

24 biti (precizie simpld): 1.17260
53 biti (precizie dubla): 1.17260396480560
64 biti (precizie extinsa): 1.172603964805603027

Cu precizie cvadrupla (compilatorul IVF 11.1), se obtine:
-.827396059946821368141165

Valoarea corecta cu 43 cifre zecimale de precizie, este tot cea din paragraful

Rump_Pol, intrucat analitic, polinomul se scrie
a
f,(a,b)=-2+—
1(a,b) 2

Note
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e Rezultatul calculat cu precizie cvadrupla (113 biti, compilatorul IVF 11), are
toate cifrele semnificative corecte (24);
e Valoarea corecta se obtine cu MPFUN, cu minimum 22 cifre zecimale de

precizie, anume: -.8273960599468213681411;

SSH

Problema ”Sea Surface Height”.
Fisiere:

Main_SSH-2.f90

ssh.dat

Un model de circulatie a oceanului a fost desvoltat de He & Ding (2001). Variabila
SSH stocheaza inaltimea medie a suprafetei marii, din simularea in model. Datele
corespunzénd simularii dintr-o zi, pentru o retea de 120x64 = 7680 de puncte (120
longitudini si 64 de latitudini), au fost stocate intr-un tablou ssh (120, 64), cu
precizia de 64 biti. Datele sunt numere de ordinul de mirime 10%°...10* si de semne
diferite, in timp ce rezultatul sumarii e de ordinul lui 1.

Datele se citesc din fisierul de intrare ssh.dat. Ele se gasesc stocate cu 17 cifre

zecimale.

Programul calculeaza suma elementelor din tabloul ssh, cu precizie dubla si
cvadrupla.

Nota

Pentru compilatorul CVF 6.x, instructiunile referitoare la tipul real (16) vor fi
facute comentarii (sau eliminate) m

Ordonarea sumei dupa diferite criterii produce rezultatele de mai jos:

Real (8) :
Sum row = 7.39062500000000
sum_col = 7.39062500000000

6.93945312500000
6.64746093750000

sum_row_reverse

sum col reverse
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Sum on array (Real(8)):

sum plus = 2.651252030584858E+016

sum minus = -2.651252030584855E+016

sum plus +sum minus = 24.0000000000000
Real (16) :

0.357985839247703552246093750000000
0.357985839247703552246093750000000

sum_row 16

sum col 16

Valoarea corecta este cea obtinuta cu precizia cvadrupla (real(16)) — oferita de
compilatorul IVF 11.1.

Nota

Rezultatul corect se poate obtine si cu pachetul soft de precizie multipla MPFUN
(Bailey, 2010). He & Ding au utilizat metoda sumarii auto-compensata (SCS).

Sum_Armonic

Suma seriei armonice — strategia de sumare.
Fisiere:

Sum-armonic.f90

Programul calculeaza suma

S =1+1+1+1+...+£’
2 3 4 n

pentru n=10',i=2, 3, ..., 7, astfel:

a) Sum_Smallest: de la cel mai mic la cel mai mare — simpla precizie;
b) Sum_Largest: de la cel mai mare la cel mai mic — simpla precizie;
c) Sum_Double: de la mic la mare — dubla precizie, pentru

Sum_Double se considera valoarea exacta. Se listeaza valorile sumelor si erorile
relative ale primelor doua sume. Se observa, pentru n >5, ca eroarea relativa a sumei

(a) este mai mica decat cea a sumei (b).

Proiectul contine si sursa pentru calculul sumei seriei armonice alternate.
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In Project Settings, se va seta optiunea "Enable Floating Point Consistency" m

Sum_ErrFree

Algoritm de sumare fara erori.
Fisiere:

Main-ErrFree.f90; sub-Sum_2.f90; sub-Sum_N.f90; width.fo0;

Proiectul implementeaza un algoritm de sumare precisa din Ogita T., Rump S.M., and
Oishi S., “Accurate Sum and Dot Product® (2003). Acesta este definit de urmatorii doi
algoritmi:

Algorithm 3.1. Error-free transformation of the sum of two
floating point numbers.

function [x, y] = TwoSum(a, b)

x = fl(a + b)

z = fl(x - a)

y=1fl((a - (x - 2)) + (b - 2))

Algoritmul 3.1 transforma doua numere a, b reprezentate FP, in alte doua numere FP

X, y, astfel ca: a+b=x+y si x=fl(a+b).

Algorithm 4.1. Cascaded summation.
function res = Sum2s (p)

nl = pl; ol = 0;

for 1 =2 : n

[mi, gi] = TwoSum(mi-1, pi)

oi = fl(oi-1 + qgi)

res = fl(mon + on)

Algoritmii sunt implementati prin rutinele sum 2 (a, b, x,y) §l sum N(n, p,
s _EF, cor). Cu acestia, se calculeazd suma din proiectul Assoc_sum. Se obtine

valoarea corecta.

Test_eps

Test pentru eroarea de rotunjire a unitatii.

Fisiere:
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test_eps.fo90

Se definesc (Cap.1, 3.8):

machine _ EPS = 2.0, ULP1=2.0"%; EPS = EPSILON(L.0);
Se testeaza ca:

1+ULP1>1.0

1 + machine_EPS =1.0

1+ EPS >1.0

Ulp

Calculul lui ULP(x), pentru o plaja de valori X.
Fisiere:

main-ULP2003.f90; ULP(x)-2003.f90;

Se defineste — v. Cap.1, 3.8,

ULP(x) =27,

unde: e este exponentul reprezentarii lui X in modelul stiintific, returnat de functia
exponent (x) ; P este precizia reprezentarii, in biti (P =24 sau P =53).

Se calculeaza:

xL=Xx+ULP(X); x2=x+ULP(x)/2

Se testeaza ca:

x> X, X2=X.

Pentru test, se recomanda:
- O plaja de valori x=1...31,;
- O valoare mare (de ex. 1E6).
Programul listeaza parametrii reprezentdrii lui X (in modelul stiintific), anume fractia

si exponentul, ULP(X), si verifica relatiile de mai sus.

Folderul contine sursele pentru versiunea in simpla precizie; folderul Ulp_d contine

sursele pentru versiunea in dubla precizie.
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CAPITOLUL Il — ECUATII NELINIARE

Folder tematic: $ Nonlinear Equations

Problema: Foldere:

1. Ecuatii de forma f(x) = 0: Bis; Secant; Newton;

2. Ecuatii de forma x = g(x), metoda punctului fix: Fix; Stationar; Aitken;

3. Sisteme de ecuatii neliniare: Fix_Sys; Newton_Sys;

4. Radacinile polinoamelor: C_pol; Pol; Pol_Direct; Pol_Complex;

Laguerre; Muller.

lI-1 Ecuatii de forma f(x) =0
Pentru metodele bisectiei, Newton si secantei, functia de test este:
f(x) =e* —3x?
Aceasta admite 3 radacini situate in intervalele [-1,0], [0,1], [3,4].
Aproximatiile radacinilor, cerute de metodele numerice (respectiv, intervalele care
contin radacina), se determina prin metode algebrice.
Mai simplu, aproximatiile radacinilor se pot gasi prin inspectia graficului functiei.
Ca exemplu, graficul functiei f(X) =e* —3x* se di mai jos.
Acesta este construit cu programul GRAPH, pe baza fisierului de iesire din programul

continut in folderul Grafic.
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Figura 1 — Graficul functiei f(x)=e* —3x>

Bis

Metoda bisectiei.

Fisiere:

Bis2005.f90: subrutina metodei

Main_Bis2005.f90: programul principal

Fun.fo0: subprogram de tip function, care defineste functia f(x). Expresia
functiei poate include un parametru p; daca exista, valoarea lui p este

data de intrare.

Function_expression.f90, width.f90: UTILITARE.

Metoda:
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Functia f se presupune definita si continua pe intervalul [a,b], luand valori de semne

VVVVV

Se defineste
c=(a+b)/2
Se ia ca nou interval [a,b] acela dintre [a,c] si [c,b] in care functia ia valori de

semne contrare la capete; etc. Sirul punctelor ¢ converge la radacina, liniar.

Subrutina metodei este:
bis(f, a, b, eps, iter, rad, kod, ktip)

Parametrii formali sunt:
f: Numele functei f(x). Este declarat cu atributul external in programul
principal.
a, b: Intervalul care contine radacina.
eps:  Toleranta.
iter:  Numarul maxim de iteratii Init (intrare) / Numarul efectiv de iteratii (iesire)
rad: Radacina calculata.
kod: Cod de terminare a iteratiei (utilizat intern):
0: s-a atins toleranta eps
1: s-a depasit Init
-1: pentru intervalul specificat f(a)*f(b) > 0
2: radacind inasau b

ktip:  Cod de tiparire iteratii: 0 (Nu); = 0 (Da)

Testul pentru atingerea tolerantei eps este
|b—c|<eps,
unde [a,b]este intervalul curent. Metoda ajusteaza toleranta eps: daca eps <ULP(c),

se pune eps =ULP(c).

Datele de intrare se introduc de la terminal.
Rezultatele se scriu in fisierul de iesire nume.rez, unde nume este introdus de
utilizator, si contin:

e expresia functiei f (scrisa de utilitarul Function_expression)
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e [p, daca exista]

e datele de intrare a, b, Init, eps

e modul de incheiere a iteratiei (mesaj, conform codului kod)
e radacina calculata rad

e valoarea f(rad)

e numarul efectiv de iteratii.

Datele de intrare pentru exemplul de test (3 radacini):
a, b:-1,0; 0,1, 3,4

eps: 1E-6

Init: 50; 20; 20

ktip: 0 sau 1

Rezultate:

Toleranta eps atinsa.
Radacini / Numdr de iteratii

-0.4589624 20; 0.9100084 20; 3.733079 20;

Exercitiu

Rulati, din nou, pentru una dintre rddacini, cu toleranta 1E-8 si Init =30 m

Secant

Metoda secantei.

Fisiere:

Secant2005.f90: subrutina metodei

Main_Secant2005.f90: programul principal

fun.fo0: subprogram de tip function, care defineste functia f(x).
Expresia functiei poate include un parametru p.

Period.f90: subrutind pentru perioada procesului stationar

Function_expression.f90; width.fo0: utilitare

Metoda:

Functie f continud pe un interval in jurul radacinii .
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Formula de iterare este

X —X
X . =X —f(x n_‘ntl .
n+l n ( n) f(Xn)—f(Xn_l)

n>1; x, si x, = date.

Aproximatiile X, si X, pot incadra sau nu rddéacina.
Daca x, si X, sunt suficient de apropiate de o (si f, f’ si f” sunt continue), sirul

X, — «, iar ordinul de convergenta este p ~1.618.

Subrutina metodei este:

secant(f, x0, x1, eps, Init, rad, kod)

Parametrii formali sunt:
f: numele functiei;
X0, x1: cele doua aproximatii initiale cerute de metoda secantei.
eps:  Toleranta
Init:  Numarul limita de iteratii (intrare); numarul efectiv de iteratii (iesire)
rad: Radacina calculata
kod: Intrare: cod de tiparire a iteratiilor: 0 (nu); = 0 (da)

Iesire: cod de Tncheiere a iteratiei (intern)

0: toleranta eps atinsa

1: depasirea numarului maxim de iteratii admis Init

2: Proces stationar

-1: divergenta

-2: numitor nul in formula metodei.

Teste:

Testul pentru atingerea tolerantei eps este

| x2—x1|< eps

Testul pentru divergenta locala este

| Xx2—x1|>| x1—x0|,

unde X0, x1, X2, sunt trei iterate succesive. Acest test nu opreste iteratia.
Testul de numitor nul este

| f(x2)— f(x0)|<eps_f,
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unde toleranta este aleasd ca eps _ f = 2E —7 (aceasta valoare se poate modifica).

Datele de intrare se introduc de la terminal.
Rezultatele se scriu in fisierul de iesire nume.rez, unde nume este introdus de
utilizator, si contin:
e cxpresia functiei f (scrisa de utilitarul Function_expression)
e [p, daca exista]
e datele de intrare x0, Init, eps
o diferenta curenta dif, la incheierea iteratiei
e modul de incheiere a iteratiei (mesaj, conform codului kod)
e radacina calculata rad; valoarea f(rad)
e numarul efectiv de iteratii.
In cazul tiparirii iteratiilor (ktip # 0), daci procesul manifesta divergenti se scrie

mesajul “divergenta locala”.

Datele de intrare pentru exemplul de test (3 radacini) se dau mai jos. Ca aproximatii
initiale se iau capetele intervalelor din metoda bisectiei.

x0,x1:-1,0; 0,1, 3,4

eps: 1E-6

Init: 10; 10, 10

ktip: 0 sau 1

Rezultate:

Toleranta eps atinsa.

Rdddcini / Numdr de iteratii

-0.4589623 7; 0.9100076 6; 3.733079 7;

Observatie
Ca aproximatii initiale s-au luat capetele intervalelor considerate Th metoda
bisectiei, si aceeasi toleranta eps ca in metoda bisectiei. Aceasta, pentru a compara
rezultatele metodei secantei cu cele din metoda bisectiei (anume: valoarea

radacinii si numarul de iteratii) m
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Newton

Metoda Newton (o singura ecuatie).

Fisiere:

Newton.f90: subrutina metodei

Main_Newton.f90: programul principal

sub.fo0: subprogram care defineste (si returneaza) valorile functiei f(x) si

derivatei f'(x). Expresia functiei f(x) poate include un parametru p.

Period.f90:  functie care returneaza perioada procesului stationar

Function_expression; Function_expression-2.f90; width.f90: utilitare.

Metoda:

.....

Formula de iterare este

L f0)

= - n>0; x,=dat
n+l n f,(xn) 0

Daca x, este suficient de aproape de radacina simpla o (si f,f’ si f” sunt

continue), sirul x, converge catre a, cu ordinul de convergenta 2.

Subrutina metodei este:
Newton(SUB, x0, eps, Init, rad, kod, n_div)

Parametrii formali sunt:
SUB: Numele subrutinei care returneaza valorile functiei si derivatei
X0: Aproximatia initiala
eps:  Toleranta
Init:  Numarul limita de iteratii (intrare); numarul efectiv de iteratii (iesire)
rad: Radacina calculata
kod: Intrare: cod de tiparire a iteratiilor: O (nu); = 0 (da)
Iesire: cod de Tncheiere a iteratiei (intern)
0: toleranta eps atinsa
1: depasirea humarului maxim de iteratii admis Init

2: Proces stationar
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-1: divergenta

-2: derivata functiei in x0 este aproximativ nula.

n_div: Numarulde divergente locale

Subrutina SUB este:

sub(f, f1, x)

f: Valoarea functiei pe X; Expresia functiei poate include un parametru p; daca
existd, valoarea lui p este data de intrare.

f1: Valoarea derivatei pe x

X: Aproximatia curenta

Observatie — Teste:

Se defineste diferenta curenta dif, prin:
dif =x—-x0,
unde x este valoarea iteratei curente, si X0 valoarea iteratei la pasul anterior.
e Testul pentru atingerea tolerantei eps este:
| dif |<eps
e Testul pentru divergenta este
| dif |>|dif _ant],
unde dif_ant este diferenta dif de la pasul anterior.

Pentru analiza tipului de divergenta, satisfacerea testului de divergenta nu opreste

iteratia, ci produce numai un mesaj in fisierul de iesire.

e Testul pentru derivata nula pe x este

| f1| <1E -10
unde fl1=f'(x).

e Se mai testeaza Intalnirea unui proces stationar.

Datele de intrare se introduc de la terminal.



Rezultatele se scriu in fisierul de iesire nume.rez, unde nume este introdus de
utilizator, si contin:

e expresia functiei f (scrisa de utilitarul Function_expression)

e [p, daca exista]

e datele de intrare x0, Init, eps

o diferenta curenta dif, la incheierea iteratiei

e [n_div, daca exista divergente locale]

e modul de incheiere a iteratiei (mesaj, conform codului kod)

e radacina calculata rad; valoarea f(rad)

e numarul efectiv de iteratii.

Datele de intrare pentru exemplul de test (3 rddacini), sunt:

x0: -0.5; 0.5; 3.5
eps: 1E-6

Init: 10; 10; 10
ktip: 0 sau 1

Rezultate:

* Toleranta EPS s—-a atins:
Rdddcini / Numdr de iteratii

-0.4589623 4; 0.9100076 5; 3.733079 5;

Observatie
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Ca aproximatii initiale X0, s-au luat mijloacele intervalelor considerate in metodele

bisectiei si secanteli, si aceeasi toleranta eps. S-a procedat astfel, pentru a compara

rezultatele metodei Newton cu cele din metodele bisectiei si secantei (valoarea

radacinii si numarul de iteratii).

Aproximatii initiale mai bune pot fi obtinute de pe graficul functiei f. Cu 0

aproximatie X0 mai apropiata de radacina, numarul de iteratii necesar pentru

atingerea tolerantei eps va fi mai mic m

Proces stationar in metoda Newton

Fie functia:
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f (X) = 7x—5xc0s X + 3sin x

si iterAm cu aproximatia initiald x, =5. (In fapt, nu exista radacini in vecinatatea

lui x,).

Iterarea in metoda Newton duce la divergenta locala (intalnita la pasul 3). Daca nu

oprim procesul iterativ, atunci, la iteratia 19, apare rezultatul:

Iteratia 19: x(19) = x(17)

** Proces stationar de periocada = 2
17 6.427927
18 5.017017
19 6.427927

Rezultatul se verifica in figura de mai jos, in care se reprezinta graficul functiei f

si al tangentelor la graficul lui f, in punctele de abscisa 5.017017 i 6.427927.

Procesul stationar apare daca iteratia nu este oprita cand se intalneste divergenta —

cum se face in mod obisnuit.
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Figura 2 - Proces stationar in metoda Newton

Exercitiu:
Iterati cu: X0 = 6.12; eps = 1E-7 si nlim = 1000. Rezultat: proces stationar de perioada
om

Observatie
Pentru acest exemplu, metoda secantei cu aproximatiile initiale 4.9 si 5.1 da

divergenta locald in primii pasi, convergand apoi la radacina X =0 m

Newton-numeric

Structura de figiere este aceeasi.
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Derivata se calculeaza numeric, prin aproximatia:

_ fx+h) - f(x)

f'(x) :

unde h = ”mic”. Valori recomandate: h=1072...107*.

Cu f'(x) =~ f~’(x) , formula de iterare devine

f(x,) .

f(x,)

n+1 n

Newton_r.

Subrutina Newton_r tipareste, in plus, valorile lambda = (x2 — x1) /(x1— x0) , pentru

identificarea radacinilor multiple ale lui f .
Structura de fisiere e cea de la Newton, la care se adauga:

polval.F90:  functie care returneaza perioada procesului stationar

work_pol.f90: modul pentru date comune
Newton_r permite lucrul cu o functie-polinom, definita prin grad si coeficienti.
Aceste date se citesc dintr-un fisier de intrare, cu structura:

- Titlu (text < 80 caractere);

- Gradn;

- Coeficientii: a,,a, 4, ..., 8.

Valoarea polinomului si a derivatei se calculeaza pe baza coeficientilor, cu functia

polval. V. detalii in Pol_Direct.
Observatie
Evident, polinomul si derivata sa se poate defini, si ca functii, in subrutina SUB.
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II-2 Ecuatii de forma x = g(x). Metoda punctului fix.

Ecuatia de test este x = g(X), echivalentd cu f(x) =0, unde f(x)=e* —3x*,
g(x) se determina prin prima procedura explicita de punct fix, anume

g(x) = x—d(x) f(x), unde ®d(x) = p = constant. Pentru valorile lui p —v. mai jos.

Fix

Metoda punctului fix (o singura ecuatie).

Fisiere:

Fix2005.f90: subrutina metodei

Main_Fix2005.f90: programul principal

G.f90: subprogram de tip function care defineste functia g(x)
Period.f90:  subrutind pentru perioada procesului stationar

Function_expression_g.f90; width.f90: utilitare

Metoda:
Functie g, continua si derivabila pe o vecinatate [a,b] a radacinii a.
Formula de iterare este

Xy =0(X,); n=>0; x,=dat

Dacd g’ este continui, A = rpatl)>](| 9'(0)|<1,si x, [a,b], sirul x, >, liniar.
a,

Subrutina metodei este:

Fix(g, X, xtol, nlim, kod)

Parametrii formali sunt:
g: Numele functiei g(x), declarat external in programul principal. Expresia
functiei poate include un parametru p.
X: Intrare: aproximatia initiald; Iesire: solutia calculata / ultima aproximatie.
xtol:  Toleranta pentru diferenta a doua valori succesive ale lui X.
nlim:  Numarul limita de iteratii.
kod: Intrare: cod pentru tiparirea iteratiilor: 0 (Nu); = 0 (Da)
kod > 2: tipareste si valoarea lambda = (x2 — x1) /(x1— x0),

unde x0, x1 si X2 sunt trei iterate succesive.
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Iesire: cod de incheiere a iteratiei:
0: s-a obtinut toleranta Xxtol.
1: depasire a lui nlim.
2: proces stationar.

-1: divergenta.

Testul pentru atingerea tolerantei xtol este
| x1—x0|< xtol ,

unde X1 este iterata curenta, si X0 iterata anterioara.

Datele de intrare se introduc de la terminal.
Rezultatele se scriu in fisierul de iesire nume.rez, unde nume este introdus de
utilizator,
si contin:
e expresia functiei g (scrisa de utilitarul Function_expression_g)
e [p, daca exista]
e datele de intrare x0, nlim, xtol
e modul de incheiere a iteratiei (mesaj)
e indicele ultimei iteratii, radacina calculata x, valoarea g(x)

o diferenta curentda =X — g(X)

Nota

Sub-folderul Dfix contine fisierele pentru metoda in dubla precizic m

Functia g, pentru ecuatia de test, este

g(x) = x— p(e* —3x%),

unde p este o constanta. Se iau valorile: p=0.01; p=0.05;
Datele de intrare pentru exemplul de test — radacina a treia, sunt:
x0:  -05 05 37

xtol:  2.4E-7; nlim: 100;

Rezultate:

p=0.01
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Iteratia x g (x)
47 3.733078 3.733078
** Diferenta curenta = 2.3841858E-07

p=0.05
5 3.733079 3.733079

** Diferenta curenta = 0.000000

Nota
A doua valoare pentru p este apropiata de p_optim ~ 0.055; v. Exemplul din Cap.
3-11,1342 m

Exemplu de proces stationar de perioada 2:
Se considera functia

_1.78-0.219(x)

() 1+1tg(X)

si se itereaza cu X0 = 0.8, tol = 1E-7, nlim = 1000. Se obtine rezultatul:
Iteratia 844: x(844) = x(842)

** Proces stationar de periocada = 2

Iteratia b

842 0.7877131

843 0.7877082

844 0.7877131
** Diferenta curenta = 4.8279762E-06
Explicatie:

Derivata g'(x), calculata in simpla precizie pe intervalul [0.7877080, 0.7877140], are
valoarea — 0.9900053, care este foarte apropiata de valoarea —1. Astfel, este realizata
conditia pentru procesul stationar de perioada 2: g'(x) ~ —1.

[

Exercitiu:

Iterati in dubla precizie, cu X0 = 0.8, tol = 1E-14, nlim = 3000.
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Stationar

Metoda punctului fix, proces stationar: grafice.
Fisiere:

Stat2005.f90: programul principal

G.f90: functia g

Function_expression_g.f90: utilitar

Programul are ca iesire fisierele pentru reprezentarea grafica a unui proces stationar,
anume:
Nume-iter.rez: iteratele;

Nume-g.rez, nume-bis.rez: functia g si prima bisectoare.

Datele de intrare se introduc de la terminal. Acestea sunt:
e X0, n, n1: Aproximatia initiald; numar de iterate; numar de iterate omise;
e Nume: “Nume” — pentru construirea numelor figierelor de iesire.

Datele de iesire constau din doua linii-text, urmate de date numerice, si anume:

Linie-text-1: Expresia functiei g

Linie-text-2: Tipul de date din figier, anume: iterate; functia g; bisectoarea I-a.

X, y: Perechi de date numerice, anume:
o Nume-iter.rez: (k, x,): Indice iterata — iterata
o Nume-g.rez: (X,, 9(X,))
o Nume-bis.rez: (X, X,)
k ia valorile: k =nl1+1, n.
Nota
Daca programul de graficd nu are capabilitatea de a recunoaste linii-text (sia le

ignora), se vor sterge cele doua linii-text din figier (primele doua linii), Tnainte de

incdrcarea fisierului In programul de grafica.

In particular, programul GRAPH are aceasti capabilitate m

Exemplu:
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Pentru exemplul de proces stationar din metoda punctului fix, datele de intrare sunt:

0.8;  1000; 800;
Se omit 800 de iterate, pentru a reprezenta procesul stationar (care incepe la iterata
842), prin iteratele 801-1000.

Graficele iteratelor si functiei g sunt date mai jos.

0.7877144—~

0.7877140

0.7877135

0.7877130

0.7877125

0.7877120

0.7877115

0.7877100

0.7877095

0.7877090

0.7877085

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000/000000000000000000008

0.7877080

0.7877075

0.7877069—; |
801 820 840 860 880 900 920 940 960 980 1000

n (indice iterata)

Figura 3 - Proces stationar — Graficul iteratelor



42

0.800-

53]

e
nn

0.798
N

0.797 <

0.796 N -4

AN
0.795 S

N
0.794 N

N
0.793 AN

AN
0.792 <

N
0.791 N

N
0.790 <

N
0.789 <
0.788 ™

N
0.787 <

N
0.786 \\
0.785 <

™
0.784 N

N
0.783 AN

AN
0.782 AN

N
0.781 N

N
0.780 <

N
0.779 AN

N
0.778 N

N
0.777 N

0.776-
0.7760.777 0.779 0.781 0.783 0.785 0.787 0.789 0.791 0.793 0.795 0.797

X

|
0.800

Figura 4 - Proces stationar — Graficul functiei si primei bisectoare

Aitken

Accelerarea Aitken.

Fisiere:

Aitken2005.f90: subrutina metodei
Main_Aitken2005.f90: programul principal
ga.fo0: functia g pentru Aitken

Period.f90: perioada procesului stationar

Function_expression_g.f90; width.f90: utilitare

Metoda:
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Cu trei iterate succesive x_,X ., X, calculate ca in metoda punctului fix, se

n?!*n+lr Mn+2 0

calculeaza
2
a —x — (Xn+1 B Xn)
n,n+2 — n ’
(Xn+2 - Xn+l) - (Xn+l - Xn)
Valoarea a, ,,, =~ a este o aproximatie a rdddcinii (mai buna dect iterata urmatoare,

Xn+3 = g(xn+2))'

Procesul iterativ este urmatorul:
X, =dat; X, =9(X,); X, =09(x);
Xs =8g,;5 X, = 9(Xs)5 X5 = 9(X,);
Xs = 8y55 .-

Etc.

Metoda Aitken are cel putin ordinul 2, Intr-o radacina simpla.

Subrutina metodei este:

aitken(g, x0, eps, Init, rad, kod)

Parametrii formali au, Tn general, aceeasi semnificatie ca la metoda punctului fix.
Explicit:
g: Numele functiei g(x), declarat external in programul principal. Expresia
functiei poate include un parametru p.
X0: Intrare: aproximatia initiald; Iesire: solutia calculatd / ultima aproximatie.
eps:  Toleranta — v. mai jos.
Init:  Numarul limita de iteratii.
kod: Intrare: cod pentru tiparirea iteratiilor: 0 (Nu); = 0 (Da)
kod > 2: tipareste si valoarea lambda = (x2 — x1) /(x1— x0) ,
unde x0, x1 si X2 sunt trei iterate succesive.
Iesire: cod de incheiere a iteratiei:
0: s-a obtinut toleranta eps
1: depasire a lui Init

2: proces stationar
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-1: numitor nul Tn formula metodei

Formula metodei este codata astfel: iteratele curente sunt x0, x1,x2.
num =(x2-x1) -(x1-x0)

cor =(x1-x0)**2/num

a =x0 -cor

unde num este numitorul, iar cor este corectia la xO0.

Testele pentru atingerea tolerantei eps sunt:
1) testul obignuit Tn metoda punctului fix:
| x2—x1|< eps
2) testul pentru corectie:
dif=a-x0; |dif |[<eps

Testul de numitor nul este num = 0.

Datele de intrare se introduc de la terminal. Tn programul principal, parametrul efectiv
pentru toleranta este numit xtol.
Rezultatele se scriu in fisierul de iesire nume.rez, unde nume este introdus de
utilizator,
si contin:

e expresia functiei g (scrisa de utilitarul Function_expression_g)

e [p, daca exista]

e datele de intrare x0, Init, xtol

e modul de incheiere a iteratiei (mesaj)

e indicele ultimei iteratii, radacina calculata rad, valoarea g(rad)

Exemplu de test:

Se considera aceeasi functie g, ca la metoda punctului fix:

g(x)=x-p(e* -3x%),

unde p este o constanta.

Se cauta radacina din intervalul [3, 4], cu: aproximatia initiala x0 = 3.7; xtol = 2.4E-7,
Init = 10. Se itereaza pentru valori p =0.01, 0.02, ..., 0.09, si p = 0.001.

Rezultate — exemplificare pentru p = 0.01; p = 0.001:
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p = 9.9999998E-03
Radacina nr. 1
Iteratia 3: 3.733080
* x(3) -x(2) =-2.3841858E-07

* Toleranta intalnita

3.733080 ; Numar iteratii = 3
3.733080

Radacina

g (Rad)

p = 1.0000000E-03
Radacina nr. 2

x2-x1; x1-x0: 2.1457672E-06 2.1457672E-06

** Numitor nul

Radacina = 3.732974 ; Numar iteratii = 5
g (Rad) = 3.732976
Observatie

Pentru comparatia numarului de iteratii din metoda Aitken, cu cele din metoda

punctului fix:

Intr-un pas, Aitken calculeaza doui iterate (x1 si x2, cu X0 dat); astfel, numarul de

iterate calculate este 2 x numarul iteratiilor afisat de Aitken.

Pentru p = 0.01: Aitken calculeaza 6 iterate, fata de 47 in metoda punctului fix m

Aitken\Aitken-G

Sub-folder, pentru metoda Aitken cu functia G(X).

Fisiere:

Aitken_G2005-2 .f90; Main-Aitken_G2005.f90; ga.fo0 9; Period.f90;
Function_expression_g.f90; width.fo0.

Semnificatia fisierelor este aceeasi ca in Aitken.

Metoda este:
Xn+l = G(Xn) 1
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unde

G(X)IX— (g(X)—X)2
9(9(x)) —29(x) +x

Subrutina metodei este:
aitken_G(g, x0, eps, Init, rad, kod)

Parametrii formali au aceeasi semnificatie ca la Aitken.
Metodei este codata astfel: iteratele curente sunt a si a0.
num =g (g (al)) -2*g(a0) +al

cor =-(g(a0)-a0)**2/num

a =x0 +cor

Testele pentru toleranta se pun astfel:
1) testul din metoda punctului fix:
| g(a0) —a0 |< eps
2) testul pentru corectie:

dif =a—a0; |dif |<eps.

Datele de intrare se introduc de la terminal. Parametrul efectiv pentru toleranta este
numit xtol (in programul principal).
Rezultatele se scriu in fisierul de iesire nume.rez, unde nume este introdus de

utilizator, si contin aceeasi date ca rezultatele din Aitken.

Pentru exemplul de test din Aitken, se obtin rezultatele:
p = 9.9999998E-03

* XTOL intalnit

Radacina = 3.733078 ; Numar iteratii = 4
g (Rad) = 3.733078
p = 1.0000000E-03

* XTOL intalnit

Radacina 3.733090 ; Numar iteratii 17

g(Rad) = 3.733090 m



II-3 Sisteme de ecuatii neliniare

Se considera sistemul de n ecuatii cu n necunoscute

£ (X, Xy, .0, %,) =0

Vectorial, sistemul se scrie

f(x)=0,
unde
X f,(x)
x=|:[, f(x)=| :
Xn f, (x)
Se noteaza tot cu X, sirul argumentelor lui f,, adica x,, ..., X,.

Pentru metoda punctului fix, sistemul dat se pune sub forma sistemului echivalent
X =9(x).
Aceasta se realizeaza prin procedura explicita de punct fix g(x) =x—A(X)-f(x),

unde A(X) este o matrice nesingulara.

Exemplu de test:

f,(x,y)=x"+y*-5=0, f,(x,y)=y—-e*-1=0.
Aproximatiile initiale se iau:

x@ =(=2,1),si x? =(0.5, 2)
Acestea se determina din intersectia graficelor celor doua curbe.

Nota

Dificultatea majora consta in gasirea aproximatiilor initiale, in cazul N>3 m

47
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Figura 5 — Determinarea aproximatiilor initiale

Fix_Sys

Metoda punctului fix — pentru sisteme de ecuatii neliniare.
Fisiere:

Fix_Sys2005.f90: subrutina metodei

Main-Fix_Sys2005.f90: programul principal

fcns.f90: subrutina care returneaza valorile functiilor f; (X)
norm$.f90:  norma-co a unui vector v (n)

Elim.fo0: subrutina pentru eliminarea Gauss

Function_expression_Sys.fo0; width.f90: utilitare
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Metoda:

. o -1 . o .
Iterare cu matricea constantd A = [F(X(O) )] , cu actualizare dupa 3 pasi.

Iteratia este definita de
X(n+l) — X(n) _ A -f(x(n))

F(x) este jacobianul lui f. Derivatele partiale ale functiilor f;(x) (elementele

jacobianului) se calculeaza numeric, cu variatia delta = 0.001.

Schema de iterare este urmatoarea. Se defineste

S — () _ 5 (M) ’

si rezulta:

F(X(O)) o) — _f (X(n)) (a)
XM — 5 (M) 4 §(n+D)

Ecuatia (a) este un sistem liniar — in necunoscuta 8™, care se rezolvi prin eliminare
Gauss.

Testele de oprire a iteratiei sunt:

|8 || < eps
n+1<Init

Metoda are un ordin de convergenta 1< p < 2.

Subrutina metodei este

FIX_SYS(fcns, n, x, xtol, delta, Init, f, kod),

Parametrii formali sunt:
n: ordinul sistemului (numarul de ecuatii)
fcns:  numele subrutinei care calculeaza valorile functiilor f; (X)

X: tablou x (n) pentru valorile x,, ..., X,

xtol:  toleranta
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delta: variatia pentru calculul derivatelor partiale
Init:  numarul limita de iteratii
f: tablou £ (n), pentru valorile f,(x),..., f, (X)
kod: cod de incheiere a iteratiei (intern):

0: toleranta atinsa

1: numarul limita de iteratii atins

-1: Pivot < prag in eliminarea Gauss

Exemplul de test:
Se obtin rezultatele:
Radacina nr.l1
Aproximatia initiala: -2.000000 1.000000

xtol: 1.000E-06; 1lnit: 10

XTOL atins
Solutia X: -1.919684 1.146653
F(X): -2.7614632E-07 -2.9958017E-08
Numar de iteratii = 5

Radacina nr.2
Aproximatia initiala: 0.5000000 2.000000

xtol: 1.000E-06; 1lnit: 20

XTOL atins
Solutia X: 0.2043374 2.226712
F(X): 7.2109735E-08 -4.6549125E-08
Numar de iteratii = 17
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Newton_Sys

Metoda Newton — pentru sisteme de ecuatii neliniare.

Fisiere:

Newton_Sys.f90: subrutina metodei

Main-Newton_Sys.f90: programul principal

fcn.f90: subrutina care returneaza valorile functiilor f,(X)

jfen.f90: subrutina care returneaza jacobianul lui f(x)

norm$.f90:  norma-co a unui vector v (n)
Elim.f90: subrutina de eliminare Gauss
Period_Sys.f90: functie care returneaza perioada procesului stationar

Function_expression_Sys.f90, width.f90: utilitare

Metoda:

Iteratia este definita de
(D) 5 () _ [F(x(“))r F(x™),

unde F(x) este jacobianul lui f:

AN
ox, ox, | ox.
af- 1 2 n
F(x) = a—' =
X .
oL of, of, of,
0%, OX, Xy |,

Elementele jacobianului se calculeaza analitic.

Schema practica de iterare este:

F(x™)-8M = —(x™) (a)
X(n+l) — X(n) +6(n+1)

Corectia 8™ se calculeaza prin rezolvarea sistemului liniar (a).

Iteratia se opreste prin testele:
18 | <eps,

Numar de iteratii < Init
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unde eps si Init sunt toleranta, si respectiv, numarul limita de iteratii.

Pe langa acestea, iteratia se mai opreste daca Jacobianul este singular, sau daca se

intalneste un proces stationar.

Metoda are ordinul de convergentd p=2.

Subrutina metodei este

Newton_Sys (fcn, jfcn, n, x, Init, xtol, f, kod, n_div)

Parametrii formali sunt:

fcn:

jfen:

xtol:

Init:

kod:

ordinul sistemului (numarul de ecuatii)

numele subrutinei care calculeaza valorile functiilor f, (x)

numele subrutinei care calculeaza jacobianul lui f; elementele jacobianului
sunt returnate in tabloul 5 £ (n, n).

tablou x (n) pentru valorile x,, ..., X,

toleranta
numarul limita de iteratii
tablou £ (n), pentru valorile f,(x),..., f, (X)

cod de Incheiere a iteratiei (intern):
0: toleranta XTOL atinsa

1: numarul limita de iteratii atins
2: Proces stationar

-1: Divergenta

-2: Pivot < prag in eliminarea Gauss (Jacobian singular)

Exemplul de test:

Se obtin rezultatele:

Radacina nr.1



Aproximatia initiala: -2.000000 1.000000
xtol: 1.000E-06; 1lnit: 10

Norma corectiei: 5.9217999E-08

XTOL atins

Solutia X: -1.919684 1.146653
F(X): -2.7614632E-07 -2.9958017E-08
Numar de iteratii = 4

Radacina nr.2
Aproximatia initiala: 0.5000000 2.000000
xtol: 1.000E-06; 1nit: 10

Norma corectiei: 1.1825179E-08

XTOL atins

Solutia X: 0.2043374 2.226712
F(X): 5.3840544E-08 8.2891738E-09
Numar de iteratii = 5

|

lI-4 Radacinile polinoamelor

C_pol

53

Calculul valorii polinomului, direct si imbricat (schema Horner), pe un interval [a,b],

cu pasul h.

Fisiere:

C_pol2005.f90; sub_pol.fo0

Metoda:

Exemplificam pe un polinom de gradul 4. Generalizarea este imediata.

Forma data:
p(x) = a, +a,x+a,x* +a,x* +a,x*

Forma imbricata:
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P() =a, +x( &, +x(a, +x(a; +a,x)))

Calculul efectiv se face cum urmeaza:
1. Calculul prin ciclu:
a) Forma data:
p =a(0)
zk =1.
do k =1,n
zk =zk*z
p =p +tal(k) *zk
enddo

Observati ca, pentru minimizarea numarului operatiilor, puterile lui X se
X : : k+1 k
calculeaza succesiv prin X = X" - X.
b) Forma imbricata: Calculul pe forma imbricata face in urmatorul ciclu, care

calculeaza succesiv expresiile din paranteze:
pi =a(n)
pid =dble(a(n))
do k =n-1,0,-1
pi =a(k) +z*pi
pid =dble(a(k)) +dble(z) *pid
enddo
pi si pid sunt valorile in simpla, respectiv dubla precizie, in forma imbricata. (pid

este declarata in dubla precizie.)

2. Calculul prin functia p(x), in simpla precizie:
Se calculeaza valoarea polinomului, in forma data si cea imbricata. Tn acest calcul,
membrul drept se calculeaza in format dublu extins (64 biti, in coprocesor), si

rezultatul se rotunjeste la precizia simpla.
sub_pol.f90: subrutina care calculeaza valoarea polinomului in modul 2 (simpla
precizie).

C_pol.f90: programul principal, care calculeaza in modurile 1a, 1b.

Datele de intrare sunt:



e n: gradul polinomului
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e a,a,,,... a,: coeficientii polinomului (in aceasta ordine);

e 3, b, h:intervalul [a,b] sipasul h

Acestea se citesc dintr-un fisier de date. Fisierul de date este utilizat si ca fisier de

iesire pentru rezultatele p, pi, pid.

Exemplu de test:

p(x) = x® =3x* +3x—1=(x-1)°

Fisierul de date si rezultate:
3

1 -3 3 -1

0.9 1.2 .1

Calcul prin ciclu:

X p-Dat

0.900 -9.9998713E-04
1.000 0.000000
1.100 1.0001659E-03
1.200 8.0001354E-03
X Err(p_Dat)
0.900 -1.359E-08
1.000 0.00

1.100 -1.652E-07
1.200 -1.297E-07

Calcul prin functie:

X p-Dat

0.900 -1.0000007E-03
1.000 0.000000
1.100 1.0000007E-03
1.200 8.0000060E-03

p-Imbricat

-9.9990633E-04
0.000000

9.9998503E-04

8.0000088E-03

Err (p Imbricat)
-9.438E-08

0.00
1.569E-08
-3.040E-09

p-Imbricat
1.0000007E-03
0.000000
-1.0000007E-03
-8.0000060E-03

p-Imbricat in
Dubla precizie

-1.0000007E-03
0.000000
1.0000007E-03
8.0000057E-03
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Se constata:

e Lacalculul prin ciclu: valoarea cea mai precisa este pid (cu exceptia valorii in

x =0.9).

e La calculul prin functie: nu exista diferente intre forma data si imbricata, si

valorile coincid cu valorile pid.

Pol

Metoda Newton pentru polinoame — Algoritmul cu reducerea gradului

Fisiere
Main-Pol.f90: programul principal
Pol2007.f90: subrutina metodei

Openfile.f90, GetFile.f90: subrutine pentru selectarea fisierului de intrare

Period.f90: functie pentru calculul perioadei procesului stationar

width.fo0: utilitar

Metoda

Se considera polinomul
p(X) =a, +a,x+a,x’ +...+a,x"

Definim coeficientii

b,=a,; b, =a, +<&-b, 4, k=n-1Ln-2,..

unde b, = p(&). Definim polinomul cét, prin:
a(x;&) =b, +b, -x+ ... +b -x"*,

adica  p(x) = (x—£)a(x; &) + p($). Avem:
P'(X) =a(xx).

unde q(x;x) = A0 &) _ -

Astfel, formula de iterare Newton este

~p(x,)
q(Xn; Xn)

n+1 n

0

1)
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Subrutina metodei: Calculeaza o radacina a lui p(x).

Pol(n, a, X0, eps, itmax,rad, b, ier, n_div)

Parametri formali:

n: gradul polinomului
a: vectorul coeficientilor polinomului: a,, a,, ..., a,
x0: aproximatia initiala

eps: toleranta pentru metoda Newton
itmax: Intrare: numarul maxim de iteratii. Iesire: numarul efectiv de iteratii
rad: radacina / ultima aproximatie
b: vectorul coeficientilor lui q(x): b;, b,, ..., b, (returnati pentru o noua radacind)
ier:  cod de intrare/iesire:
- Intrare: tiparirea iteratiilor (0: da; #0: nu)
- lesire: cod de incheiere a iteratiei:
0: toleranta eps atinsa
1: numarul maxim de iteratii atins
2: Proces stationar
-1: Divergenta
-2: Numitor nul

n_div: numarulde divergente locale

Formula de iterare este codata astfel:

x1 = x0—dif ,

unde: dif este corectia (sau diferenta) curenta.
Observatii

e Testul pentru toleranta este:
| dif |<eps
e Testul pentru divergenta locala este:
| dif |>|dif _ant|
unde dif _ant este dif de la pasul anterior.
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Programul principal

Este scris astfel ca sa determine un numar specificat de radacini, prin reducerea
succesiva a gradului (deflatie), si anume: dupa gasirea unei radacini, radacina
urmatoare se cauta ca radacina a lui q(x), care are gradul cu o unitate mai mic decét
precedentul polinom.

Radacinile sunt apoi, purificate, prin iterare in polinomul original.

Algoritmul cu reducerea gradului este mai putin recomandat, intrucat: reducerea
gradului poate fi un proces instabil; se cer, in plus, iteratii de purificare a radacinilor.

Alternativa este algoritmul fara reducerea gradului — v. folderul Pol_Direct.

Fisierul de intrare contine urmatoarele date (scrise pe linii):

Linie_text: titlul problemei; max. 80 caractere;

n, nr, ktip: gradul polinomului, numar de radacini de calculat, cod de tiparire a
iteratiilor;

a,,a,,,..., a,: coeficientii polinomului: (in aceasta ordine);

n )
eps, itmax: toleranta, numarul maxim de iteratii;

X0(1:nr): aproximatiile initiale, in numar de nr.

Datele de iesire se scriu in continuarea datelor de intrare, si contin:
rad: Radacina calculata, sau ultima iteratd daca nu s-a atins toleranta; Codul de

incheiere a iteratiei; Numarul de iteratii; Valoarea p(rad).

Exemplu: Polinomul Laguerre de gradul 6.

Fisierul de intrare este:

Laguerre de ordinul 6

6 0 O

1 -36 450 -2400 5400 -4320 720
le-6 40

0 1 3 5 9 15

Programul produce rezultatele:

Radacina 5.775151
Iteratia 7: x(7) = x(5)
** Proces stationar de periocada = 2

Radacina 9.837449
Iteratia 5: x(5) = x(3)
** Proces stationar de perioada = 2



** Radacinile prin reducerea gradului:

Rad Cod Tteratii

0.2228466 0 5 0
1.188932 0 4 -1
2.992735 0 3 3
5.775151 2 7 1
9.837449 2 5 0
15.98288 0 2 0

Radacina 9.837461
Iteratia 9: x(9) = x(1)
** Proces stationar de pericada = 8
Radacina 15.98288
Iteratia 6: x(6) = x(1)
** Proces stationar de pericada = 5
Radacina Nr. de divergente locale
5.775142 1
9.837461 2
15.98288 2
** Radacinile polinomului:

0.2228466 0 1 0
1.188932 0 1 -1
2.992736 0 3 6
5.775142 0 6 -6
9.837461 2 9 -0
15.98288 2 6 -0

Cod Semnificatie
0 * Toleranta EPS atinsa
2 ** Proces stationar

|

Pol_Direct

p (Rad)

.0000000E+00
.8310547E-04
.1127930E-03
.8066406E-02
.1802368
.7625122

.0000000E+00
.8310547E-04
.1035156E-05
.1035156E-04
.1480713
.6418457

Metoda Newton pentru polinoame — fara reducerea gradului.

Metoda:

Metoda si formula de iterare, sunt aceleasi ca in POL. Deosebirea este ca acum,
programul principal calculeaza radacinile prin iterare direct in polinomul original

(fara reducerea gradului). Acest procedeu se recomanda fata de cel descris in POL.

Pol_Direct
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Acest proiect implementeaza formula de iterare Newton pentru polinoame, in forma:

~ p(x,)
p'(Xx)

n+tl = “*n

(2)
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Deosebirea fata de formula (1), este ca acum, derivata se calculeaza direct, prin:

p'(x) =na, X" +...+2a,X+a,.

Coeficientii polinomului si derivatei sunt stocati, respectiv, in tablourile

coef (0:n)si coef 1(0:n-1).Valoarea polinomului si a derivatei se calculeaza in

forma imbricata (cu functia polval), astfel:

b = polval (n, coef, x)
c = polval(n-1, coef 1, x)

Fisiere
Main-Pol_Direct.fo0
Pol_Direct.f90
polval.F90

Openfile.f90, GetFile.f90
Period.f90

width.fo0

Functiile fisierelor sunt aceleasi ca la POL. Polval.f90 implementeazs functia polval.
Subrutina metodei este:

POL _direct(n, a, x0, eps, itmax, rad, b, ier, n_div)

Parametri formali sunt aceeasi ca la subrutina metodei POL, cu deosebirea ca b este

variabild scalara, care returneaza valoarea polinomului pe radacina calculata.

Fisierul de intrare este acelasi cu cel de la POL.

Nota: Fisierul de intrare se selecteaza din fereastra de dialog standard.

Exemplu

Laguerre de ordinul 6

6 0 O

1 -36 450 -2400 5400 -4320 720
le-6 40

0 1 3 5 9 15

Radacina 9.837461
Iteratia 14: x(14) = x(6)
** Proces stationar de periocada = 8

Radacina 15.98288
Iteratia 11: x(11) = x(6)
** Proces stationar de perioada

I
@)



Radacina Nr. de divergente locale
5.775142 2
9.837461 2
15.98288 2

** Radacinile:

Radacina Cod Iteratii p (Radacina)
0.2228466 0 5 0.0000000E+00
1.188932 0 4 2.4414063E-04
2.992736 0 4 -6.1035156E-05
5.775142 0 11 -6.1035156E-04
9.837472 2 14 -0.1480713
15.98287 2 11 -0.6418457

Cod Semnificatie

0 * Toleranta EPS atinsa
2 ** Proces stationar

|

Pol_Direct-q

- Derivata se calculeaza prin catul g: p’(x,) =q(X,;X,) -

Formula de iterare este (1). Aceasta este potrivitd mai degraba, pentru versiunea cu
reducerea gradului.

Tn rest, proiectul este similar cu cel din Pol_Direct.

Fisierul de intrare este acelasi cu POL.

Pol_Complex

Metoda Newton pentru polinoame: coeficienti reali si radacini reale/complexe.
Figiere

Main-Pol_Complex.f90: programul principal

Pol_Complext-deriv.f90: subrutina metodei

polval_c.F90: functie pentru calculul valorii complexe a polinomului (si derivatei)

Openfile.f90, GetFile.f90
Period_Complex.f90: functie pentru calculul perioadei procesului stationar

is_Real.fo0: utilitar
width.fo0: utilitar

Metoda si formula de iterare sunt aceleasi ca pentru POL_Direct.
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Coeficientii polinomului sunt reali, si se pot calcula radacinile complexe. Tn plus,
programul principal oferd posibilitatea inversarii coeficientilor polinomului — adica: se

introduc coeficientii a, , si se calculeaza radacinile polinomului cu coeficientii 1/a, .

Datele de intrare si iesire sunt aceleasi ca pentru fisierul de intrare din POL, cu

deosebirea ca, dupa coeficientii polinomului se poate introduce o data logica
optionala pentru inversarea coeficientilor:

Cod inversare coeficienti: Valoare: T (da), sau F (nu).

Aproximatiile radacinilor trebuie sa fie complexe.
Dezavantajul este ca trebuie cunoscute aproximatii complexe suficient de apropiate de

radacini.

Exemplu de test:

Se considera polinomul

p(x) = x" —28x° +322x°> —1960x* +6769x° —13132x” +13068x — 5040,
care este desvoltarea lui (x—1)-(Xx—=2)-...-(x=7).

Coeficientul lui x° se modifica, din 28, Tn -28.002. Se calculeaza radicinile

polinomului perturbat:

p(x) = x’ —28.002x° +322x° +...

Fisierul de intrare/iesire este:

Polinomul: (x-1)* ... *(x-7) - perturbat

7 0 O

1 -28.002 322 -1960 6769 -13132 13068 -5040
le-6 100

(1,0) (2,0) (3,0) (4,0) (5., 0.5) (5.,-0.5) (7,0)
F

Radacina 3.819557 0.000000

Iteratia 7: x(7) = x(3)

** Proces stationar de perioada = 4

Radacina 3.820045 -1.2611686E-44

Iteratia 55: x(55) = x(43)

** Proces stationar de periocada = 12

Radacina 3.820045 1.2611686E-44
Iteratia 55: x(55) = x(43)
** Proces stationar de perioada = 12



Radacina 7.233156 0.000000
Iteratia 31: x(31) = x(18)

** Proces stationar de perioada = 13

Radacina Nr. de divergente locale
(3.033329,0.0000000E+00) 12
(3.819557,0.0000000E+00) 2
(3.820045,-1.2611686E-44) 27
(3.820045,1.2611686E-44) 27
(7.233156,0.0000000E+00) 12

** Radacinile:

Radacina Cod Iteratii

1 (1.000003,0.0000000E+00) 0 2

2 (1.998937,0.0000000E+00) 0 3

3 (3.033329,0.0000000E+00) 0 31

4 (3.819557,0.0000000E+00) 2 7

5 (3.820045,-1.2611686E-44) 2 55

6 (3.820045,1.2611686E-44) 2 55

7 (7.233156,0.0000000E+00) 2 31
p (Radacina)

1 0.000000

2 0.000000

3 0.000000

4 -1.3671875E-02

5 (1.9531250E-02,-1.0733946E-42)

6 (1.9531250E-02,1.0733946E-42)

7 2.1972656E-02

Cod Semnificatie

0 * Toleranta EPS atinsa
2 ** Proces stationar
Nota

Polinomul perturbat are doua radacini complexe. Cu aproximatii mai bune pentru

acestea, de exemplu:
(5.1, 0.51) (5.1,-0.51)

se obtin radacinile:

(5.458771,0.5410858) (5.458771,-0.5410858)
|
Pol_Halley

Metoda Halley pentru polinoame.
Fisierul de intrare este acelasi ca la Pol (sau Pol_Direct).

Alternativ, se poate folosi proiectul Halley_s.
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Laguerre

Metoda Laguerre.
Pentru un polinom cu coeficienti reali.
Metoda:
Formula de iterare este
., ()
i+1 S , !
p'(z) £H(z)

unde: n este gradul polinomului; H(z,) = (n-D[(n-1)p*(z,) —np(z,)p"(z,)], iar
semnul din fata radicalului se ia astfel ca numitorul sa fie cel mai mare in modul (daca

z, este real, semnul este semnul lui p’(z;). Se arata ca pentru o radacina simpla,

ordinul de convergenta este 3 (pentru o radacind multipld, ordinul este 1).

Fisiere:

comun.f90

GetFile.f90

is_Complex.f90

Main_Laguerre.f90

Openfile.f90

Period_Complex.fo0

sub-Laguerre.fo0

ULP(x).f90

width.fo0

Z_polval.fo0

- Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date;

- Datele de iesire se scriu in acest fisier dupa datele de intrare.

Fisierul de intrare contine urmatoarele date — scrise pe linii separate:

1) Titlul problemei: text de max. 80 caractere

2) n,n_rad, kod: gradul polinomului; numar de radacini cerute; cod de tiparire a
iteratiilor (0/#£0);

3) a,,a,,,-.., a,: coeficientii polinomului (in aceasta ordine; reali.)

4) tol, Init: toleranta; numarul limita de iteratii.

5) X, Xy, X, aq: aproximatiile initiale — in numar de n_rad.

Optional:

6) lang: limba antet rezultate; text, primul caracter: r,R/alt char. = romana/engleza.
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Fisierul de date se creaza, de preferinta, in sub-folderul ”Dat”.
Nota

Daca exista radacini complexe: Aproximatii reale pot duce la radacinile complexe. V.

exemplul pol7.dat.
Nota

Folderul Laguerre-D contine versiunea in dubla precizic m

Laguerre-IMSL

Metoda Laguerre - implementarea din IMSL.
Fisiere:

GetFile.fo0

imsl_dIl.lib

Main_Lag-3.f90

Openfile.f90

polval_c.F90

Subrutina metodei este apelata din Biblioteca IMSL, anume:

ZPLRC (n, coef, rad)

Parametrii de apel sunt:

n: gradul polinomului

coef: tablou (real); coeficientii polinomului a(0:n)

rad: tablou (complex); radacinile calculate rad(n).

Metoda Laguerre — pentru un polinom cu coeficienti reali — este implementata in
IMSL prin subrutina ZPLRC, fiind combinata cu reducerea gradului, astfel ca se
determina toate zero-urile polinomului. Apelul lui ZPLRC nu cere aproximatii initiale
— V. IMSL Math/Libraries (1999).

|

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date. Acesta contine:

Titlul problemei: text de max. 80 caractere

1) n: gradul polinomului

2) a,,a,,,..., &, coeficientii polinomului (in aceasta ordine).
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Urmatoarea data este optionala:

3) Inversare coeficienti (logic): T/F

Datele de iesire se scriu in continuarea datelor de intrare, si sunt: Radacinile calculate

si valorile polinomului pe radacini.

Exemplu: Fisierul de intrare/iesire este:

Titlu: (x-1)* ... *(x-7) - perturbat:

7

1 -28.002 322 -1960 6769 -13132 13068 -5040
Radacini:

.233085,0.0000000E+00)
.458664,0.5402883)
.458664,-0.5402883)
.819508,0.0000000E+00
.033140,0.0000000E+00
.998938,0.0000000E+00
.000003,0.0000000E+00

~ oUW N
R PR wwo o

Valori polinom:

1 (-0.3129883,0.0000000E+00)
-9.0820312E-02,-4.4250488E-02)
-9.0820312E-02,4.4250488E-02)
-2.0996094E-02,0.0000000E+00)
6.3476562E-03,0.0000000E+00)
-4.8828125E-04,0.0000000E+00)
0.0000000E+00,0.0000000E+00)

~N o O wdN

Muller

Metoda Muller.
Functie f, continua si cu derivate continue pana la ordinul 3, pe o vecinatate a

radacinii.

Metoda:

Metoda cere trei aproximatii initiale X,, X;, X, ale radacinii. (Nu este necesar ca

acestea si fie ordonate dupa marime.)
Se construieste polinomul de interpolare (de gradul 2) care trece prin punctele (x;, ;)
,unde f, = f(x,); aproximatia urmitore X,, este una din radacinile lui p(x) — v. mai

jos.
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Aproximatii reale pot conduce la zero-uri complexe. In particular, aproximatiile reale

se pot lua forma: x,, x, £h.

Polinomul de interpolare Newton pe nodurile x,,x;,X, (v. Eolder: Interpolation
INTERPOLARE), este:

p(x) = fz + 1:21()( - Xz) + leo(x - Xz)(x - Xl) )
Coeficientii sunt diferentele divizate ale functiei f pe nodurile x;,x;, X, , anume:

f, - f i — f;
fi=1(x); f="1[x.x]= ; fa = FIX X X ] =———,

Xj_Xi X — X,

Fie polinomul de interpolare desvoltat in (x —x,):
P(X) =a(x—X,)* +b(x—X,)+C

Coeficientii a, b, ¢, se gasesc prin:

a= f210; b= f21+ foz_ 1:10; C= f2

Formula de iterare este
2C

b++/b* —4ac

Ca aproximatie urmatoare, se ia valoarea x, care este cea mai apropiata de X, , adica

X3 =X, —

rdddcina pentru care | X; — X, | este cel mai mic.

Pentru aceasta, semnul din fata radicalului se ia astfel ca numitorul sa fie cel mai

mare, Sl anume:
- Pentru radacini reale, se ia semnul lui b (daca b = 0, orice semn);

- Pentru radacini complexe (inclusiv cazul in b este complex), semnul pentru

care numitorul este cel mai mare in modul. Explicit: punem
b,, =b++b? —4ac. Daci |b, | >|b, |, atunci formula de iterare este:

X, = X, —2c/b;; altfel, x, =x, —2c/b,.

Dupa determinarea lui X;:
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- Dintre punctele x;,i=0,2, se exclude punctul cel mai indepartat de X, (cel

pentru care |x; — ;| este cel mai mare).
- Seatribuie x; lui x,. Celelalte doua puncte devin X, si X;.

- Se procedeaza la o noua iteratie (cu noua secventa X,, X;, X, ).
Testul de oprire a iteratiei este
| X3 =X, | <EPS,
unde EPS este toleranta; remarcati ca X, = X, _ anterior .

Convergenta: metoda Muller are ordinul de convergenta p = 1.84 — pentru o radacina
simpla; v. Atkinson (1978). Pentru o radacind complexa multipld, convergenta poate

fi mai inceata.

Fisiere:
Muller2005.f90: subrutina metodei

select.f90: subrutina de selectie a valorilor X,, X;, X, (pentru iteratia urmatoare).

Main_Muller2005.f90: programul principal
f.f90: functia f(X)

Function_expression.fo0; width.fo0: utilitare

Subrutina metodei:

muller(f, X0, x1, X2, eps, iter, rad, kod)

Parametrii formali:
f: Numele functiei f
X0, x1, X2: Aproximatiile initiale
eps: Toleranta
iter:  Numarul limita de iteratii (intrare); numarul efectiv de iteratii (iesire)
rad: Radacina calculata
kod: Intrare: cod de tiparire a iteratiilor: 0 (nu); = 0 (da)
Iesire: cod de Tncheiere a iteratiei (intern):

0: Toleranta eps atinsa



1: Init depasit
2: Radacina 1n aproximatiile inifiale
-1: Radical din numar negativ

Subrutina muller apeleaza subrutina select (x0, x1, X2, x3).

Datele de intrare se introduc de la terminal, si constau din:
- nume: numele figierului de iesire (acesta primeste extensia .rez)
- Exist_p: data logica. Valori: T (true) sau F (false)
- [p: daca Exist p=T]
- eps, Init: toleranta, numarul limita de iteratii
- X1, h: aproximatia x1, pasul

- kod: cod de tiparire a iteratiilor

Programul principal pune (inainte apelul subrutinei muller):
xX0=x1l-h; x2=x1l+h

Datele de iesire se scriu in fisierul de iesire nume.rez, si sunt urmatoarele:
e expresia functiei f (scrisa de utilitarul Function_expression)
e [p, daca existd]
e aproximatiile X0, x1, x2
e Init, eps
e modul de incheiere a iteratiei (mesaj, conform codului kod)
e radacina calculata rad; valoarea f(rad)

e numarul efectiv de iteratii.

Exemplu de test:

f(x) =e* — px?,

CuU p = 3; se cauta radacina din vecinatatea valorii 0.8.

Seiau: x0=0.8, h=0.2 (Rezulta aproximatiile initiale: 0.6; 0.8; 1.0)
eps = 1E-6, Init10; ktip=0.

Fisier de iesire:

Metoda MULLER
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f =exp(x) -p*x*x

p: 3.000000

Radacina nr.1l

Aproximatii: 0.6000000 0.8000000 1.000000
EPS: 1.000E-06; LNIT: 10

Iter %0 x1 X2 * %3

1 0.6000000 0.8000000 1.000000 0.9104018
2 0.8000000 1.000000 0.9104018 0.9100071
3 1.000000 0.9104018 0.9100071 0.9100076

* Toleranta EPS atinsa
Radacina = 0.9100076 ; f(Radacina) = 2.1429681E-08

Numar de iteratii = 3

Graficul functiei si polinomului de interpolare se dau mai jos.
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Figura 6 — Metoda Muller: graficul functiei si polinomului de interpolare

Muller\Muller_Complex

Metoda Muller pentru radacinile unei functii complexe.
Fisiere:
Muller_Complex2005.f90; Main_Muller_Complex2005.f90; f complex.fo0;

select_complex.f90; Function_expression.f90;; width.fo0;

Subrutina metodei:

Muller_complex(f, h, z0, z1, z2, eps, iter, rad, kod)

Semnificatiile parametrilor sunt aceleasi ca la Muller, cu deosebirile:

e datele numerice si functia f sunt declarate complexe
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e programul este scris In dubla precizie

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date (specificat de utilizator). Acesta are
structura:

e Titlul problemei: text de max. 80 caractere
e Exist_p: data logica. Valori: T (true) sau F (false)
e [p:daca Exist p=T]
e nrad: numarul radacinilor de calculat
e 7z1(1:nrad): nrad aproximatii — reale sau complexe
e h: pasul. Valoare reala.
e eps, Init: toleranta, numarul limita de iteratii
e Kktip: cod de tiparire a iteratiilor: 0 (da); #0 (nu)
Datele de iesire se scriu dupa datele de intrare, si contin: radacina, valoarea functiei pe

radacina, si numarul de iteratii (pentru nrad radacini).

Exemplu de test:

Pentru polinomul din exemplul de la Pol_Complex, se itereaza cu eps =1E —10;

Init = 20; aproximatia reald X, =6; h=0.1. Fisierul de intrare/iesire este urmatorul:

Wilkinson 7
F

1

6

0.1

1E-10 20

0

Metoda MULLER (Complex)
f =(z-1)*(z-2)*(z-3)*(z-4)*(z-5)*(z-6)*(z-7) —-0.002*%z**¢

EPS: 1.000E-10; LNIT: 20

# Radacina Iteratii

1 5.458675825432509 0.5401258000668572 9
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f = (-1.421085471520200E-014,3.197442310920451E-014)
2 5.458675825432509 0.5401258000668571 7
f = (-2.842170943040401E-014,1.776356839400250E-014)

VVVVVV

9 iteratii.

II-5 Metode de ordin 3 si mai inalt, pentru ecuatii de

forma f(x) =0

Halley-s

Metodele Halley si ”super-Halley”. Metodele utilizeaza derivatele f’ si f”, calculate

ntr-un singur punct.

1) Metoda Halley:

Formula metodei:
Xpp =Xy — h(xn) (1)
Functia de iterare este:

f'O) f(x)
[F/(0) =3 1" () T (x)

Pentru algoritm se definesc:

h(x) =

u(x) = :,(())(()) w(X) = (( )) L(X) =u(xX)w(x); (2)

Cu acestea, h(x) se scrie:

) =u) 5 1L(x) (1)

2) Metoda Super-Halley:

Xpyp = Xy — S(Xn) (2)



74

1 L(x) } @)

s(x) = u(x){1+ 51 L)

vvvvv

metoda are ordinul 4.

Tntr-o radacina multipla, metodele (1) si (2) au ordinul de convergentd unu.
|

Fisiere:

Deriv_Pol.f90

Function_expression-4.f90

GetFile.f90

Halley-s.f90

Main_Halley-s.f90

Openfile.f90

Period.f90

polval.F90

sub.f90

width.f90

work.fo0

|

Pentru datele de intrare v. mai jos, Date de intrare.

Jarratt

Metode Jarratt, de ordine 3.4, si 5. Formula de iterare utilizeaza derivata f', calculata

AUV U 921 I

Tn mai multe puncte; din acest motiv, metodele se zic metode multi-punct.

Formula metodelor:
Xn+l = Xn - j(xn)

Functia j(x) se defineste prin algoritmul de mai jos.

1) Ordinul 3

Se definesc:
w,(X) = 1'(X); @, (X) = f'(x+au(x));

f(x)

a,0,(X) +a,w,(X)

i) =

Parametrii «,a,,a, au valorile:

a) Metoda #1 de ordin 3:



f(x)

1 |
=—=; a,=0 a,=L1 =\
“TT % ? 109 =0 2500

b) Metoda #2 de ordin 3:

f(x)

. ooy 1
; J(><)—4

Blw

2) Ordinele4si5

@,,®, se definesc ca mai sus; in plus,

f(x)

@,(X)

w;(X) = FIx+ pu() +y ]

f(x)

a,0,(X) + 3,0, (X) +a;0;(X)

i) =

Parametrii au valorile:

1) Ordinul 4:
a—_l a —i- a —l a —g ﬂ—§ —_E-
37 ' 100 20w 24’ 8’
2) Ordinul 5:
1 1 2 1 3
a=—h =g &= d=g fegi r=—g

Tntr-o radacina multipld, metodele Jarratt (1) si (2) au ordinul de convergenta unu.

Deriv_Pol.fo0
Function_expression-01.f90
gen_coef.fo0

gen_Num.fo0

GetFile.f90

Jarratt.fo0

Main_Jarratt.fo0
Openfile.f90

Period.f90

polval.F90

f/(x)+3f'(x—-2u(x))

75
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sub.fo0
width.fo0
work.f90

Date de intrare (Halley_s si Jarratt)

Ambele metode sunt implementate pentru o ecuatie f (Xx) =0; Tn particular, f (x) poate

fi un polinom.

Daca f este polinom: Programul cere un fisier de intrare. Structura lui este

urmatoarea:

o Linie_text: titlul problemei; max. 80 caractere;
o n: gradul polinomului

o a,,8a,,,...,a,: coeficientii polinomului (in aceasta ordine);

Daca f nu este polinom: f si derivatele sale ( f' si f” - pentru Halley_s; numai

f' - pentru Jarratt) se definesc in subrutina SUB, si anume:
Halley s: f=1f(x); f1=f'(x); f2=f"(x);
Jarratt: f si f' se definesc ca functii_instructiune: fO(x) = f(x); f1(x) = f'(x).

(In relatiile precedente: f(x), f'(x),si f”(x) sunt expresiile functiilor

respective.)

Toate datele necesare iteratiei se introduc de la tastatura.

Ordin 15

Ca exemplu de metoda de ordin foarte inalt, dim o metoda care are ordinul 15 intr-o

radacina simpla (Soleymani & Sharifi, 2011).

Metoda are 4 pasi; cere cinci evaludri de functii/pas (patru evaludri f siuna f'); si, are o

aplicare simpla. Formulele metodei sunt:

Yo =X

_ )
tofx,)
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f) ()

Zn:yn_
f(Xn)_Zf(yn) f,(xn)
R (LI LV [“f(zn)J
f[xn’zn]f[ynlzn] f(Xn)
Xn+1:Wn f(Wn)

- fIX,, W, 1+ (FLY,, X, 2,1— FLY., X, W, 1= Flz,, X, W, (X, —wW,)

fO0)= (%) _

Tn formulele anterioare, f[X, % ]=
X, — Xo

%, %, 1= F[Xg, %]
X, _Xo

f[Xg, X, X, ] = , sunt diferentele divizate ale functiei f pe nodurile

respective.
Conditia de aplicare a formulelor precedente este ca, numitorii sa nu fie nuli.

Pentru convergentd, aproximatia initiala X, trebuie sd fi suficient de apropiata de
radacina.

Nota

Pentru o comparatie corecta a numarului de iteratii, cu cel din metoda Newton (mai
general, cu cel al unei metode de ordinul doi), numarul de iteratii din metoda multi-
pas se va inmulti cu 4 — deoarece cei patru pasi/iteratie sunt echivalenti cu 4 pasi din
metoda Newton.

|

check _num.fo0

Deriv_Pol.fo0

div_dif_12.f90

f&f1.f90

fun.f90

Function_expression-01.f90

GetFile.f90

IsInfinity.f90

Main_15.f90

Openfile.f90

Ordin_15-2.f90
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Pas-Ordin_15.f90
Period.f90
polval.F90
width.fo0
work.fo0

Date de intrare

e Daca f este polinom: Programul cere un fisier de intrare. Structura lui este

aceeasi cu cea de la metoda Halley.

e Daca f nu este polinom: f si derivata f' se definesc in fisierul £&£1.£90.

Restul datelor pentru iteratie, se introduc de la tastatura.
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CAPITOLUL IlIl - SISTEME DE ECUATII LINIARE

Sistemul de ecuatii liniare este
Ax=Db,
unde A est matrice nxn, iar X si b vectori coloana cu n coordonate.

Rezolvarea se poate considera pentru mai multi termeni liberi b.

Folder tematic: $ Linear Systems

I1I-1 Metode directe

Gauss

Eliminarea Gauss — cu pivotare partiala.
Fisiere:

Elim.f90: subrutina metodei
Main-Elim.f90: programul principal
width.f90: utilitar

Fisier de date: Ex2.dat

Metoda:

Sistemul dat se transforma in sistemul echivalent Ux =g, cu matricea U superior

triunghiulara, cum urmeaza.

Sistemul dat se noteaza

APx=b®,

La pasul curentk (k =1, 2,...,n=1):

Sistemul este

A¥x=p®,

Se lucreaza cu liniile i =k, ..., n, din A® i b® _ (Liniile 1, ..., k —1, procesate
anterior, riman neschimbate). Concret, se opereaza cu sub-matricea A% (k : n, k : n)

si sub-coloana b™ (k : n) a termenilor liberi.
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40 40 &) ® 7
ay a5 ... Ay . . aj;
(2 () (2)
0 a,; ... a, . . a,.
0 -
(k-1) (k-1)
a‘k—l,k—l ' ' ak—l,n
A¥=10 . ... 0 afY . a . al [x(my);
e \
(k) (k) (k)
o oo oA | ©d
(k) (k)
| 0 0 .. 0 ay, - . .oay |
[ p®
1
b
(k-1)
bk—l,k—l
) _| TR
b™ =1 b |x(-my)
: \
b | ®
L b

Presupunem al =0 —v. mai jos pivotare, si definim multiplicatorii de la pasul k:

(k)
a‘ik .

m., = ; i=k+1,...,n
ik a(k)

Pentru i =k +1, ..., n: linia k se inmulteste cu —m,,, si se aduna la linia i. Rezulta

elemente nule in coloana k, sub elementul diagonal a{’. Linia k rimane neschimbata.

Noii coeficienti si termeni liberi vor fi:

(D) _ 00 _ 0. i
a¥? =a® —m, -al; j_k+1,...,n} kel

(k+1) _ (k) (k)
b =b —m, -b
La aSUI nse noteazé, entru convenien é, U = (n)' = b(n) . 1 sistemul devine
p A $
Ux =g.

Explicit:
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U, -« U X 9
0 Uy, o Uy | X% g,
0 0 uy Ui Xy Oy

L 0 0 unn_ _Xn_ _gn_

Acest sistem se rezolva prin substitutie Tnapoi:

Xn :gn/unn; Xk :(gk_ Zukl Xj)/ukk’ k:n_l, n—2,,1

j=k+1
|
Pivotarea partiala:

La fiecare pas k, se cautd elementul de modul maxim din sub-coloana a(k : n,k),

numit pivot; fie acesta gasit in linia | > K.

Daca pivotul este mai mare decat un prag si | >k, atunci se schimba liniile k si | (in

A® sitn b®).

Daca pivotul este mai mic decat pragul, eliminarea Gauss se opreste, intrucat:

3) daca pivotul este nul, matricea este singulara.

4) daca pivotul este nenul dar mai mic decat pragul, matricea este “aproape”
singulara.

Numar de operatii: Pentru n =’mare”, numarul de operatii in eliminarea Gauss este:

NOPR, [

3
n

uass ~ o
3

Subrutina metodei:
ELIM (n, nb, A, B, prag, kod, kodPrint)

Parametri formali:
n: numarul ecuatiilor
nb: numarul de termeni liberi

A(n, n): matricea coeficientilor
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B(n, nb): matricea termenilor liberi
prag: prag pentru pivot ~ 0.
kod : cod pentru eliminarea Gauss:
kod = 0: 0.k.; kod #0: pivot ~ 0 (pivot < prag)

kodPrint: cod de tiparire — v. mai jos.

ELIM face pivotare partiala. Daca pivotul este mai mic decét pragul, se produce un
mesaj de eroare. Valoarea prag este setata de programul principal la 1E-6 (aceasta se
poate modifica).

Matricea U se stocheaza in triunghiul superior din A.

Solutia este returnata in coloanele din B.

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date, specificat de utilizator. Acesta are

structura:
- Titlu: text de max. 80 caractere
- n,nb: numarul de ecuatii; numarul de termeni liberi.

- Matricea coeficiengilor A: n x n. Se scrie asa cum e data - pe linii si coloane.
- Termenii liberi b: Se scriu pe linii: nb linii a n termeni liberi.
- cod_ Inversare_Coeficienyi, cod_ Tiparire:
cod_Inversare_Coeficienyi: daca este = 0, atunci se rezolva sistemul cu
a(i, j)=21./a(, j).
cod_ Tiparire: daca este # 0: Se tiparesc permutarile si pivotii.
- check text:  text de max. 20 caractere. Primul caracter este semnificativ,
anume:
C, c, P, p:sefaceproba Ax =Db (concret, se tipareste
vectorul Ax — b).
Observatie
Dacai se cere proba, atunci programul principal salveaza A si B inainte de apelul

Ui ELIM m

Datele de iesire se scriu in continuarea datelor de intrare — v. mai jos

Exemplul-1: Matrice 3x3, 2 termeni liberi.



w N

A RN

Figierul de intrare/iesire:

T
3

1
2
3
6

1
0

proba

est:

2

* Solutia pentru termenii liberi nr.

* Solutia pentru termenii liberi nr.

2
1 4
4

solutia 1 =1, 1, 1

* Proba

Solutia

Solutia

Ax

nr.

1.000000
1.000000
1.000000

0.1490116E-07
0.2000000
0.2000000

=b:

1: A*x -Db

1 0.0000000E+00
2 0.0000000E+00
3 0.0000000E+00

2: A*x -Db

1 0.0000000E+00
2 0.0000000E+0O0
3 0.0000000E+00

1

2
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Exemplul-2: Matrice singulara

Fisierul de intrare/iesire (Ex2.dat):
Matrice 4x4: singulara.

4 1

’_l
N e

4*1
0 1 ! kodInv, kodPrint
Check

Permutare, Pivot:

1 5.000000
2<->4 -2.800000

3 -0.2857143

4 7.7486033E-07

Linia 4: Pivot = 7.7486033E-07

* Pivot <1.00E-06 !

* Sistemul nu se poate rezolva.
|

Nota

Acest exemplu arata de ce s-a ales pragul egal cu 1E-6 m

Gauss_AB

Eliminarea Gauss — lucrul cu matricea extinsai.
Fisiere:

Elim_AB.f90; Main-Elim_AB.f90; width.fo0; GetFile.f90; Openfile.fo0;

Subrutina metodei:
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ELIM (AB, n, ncol, prag, kod, pivot)

Parametri formali:

AB(n, ncol): matricea coeficientilor extinsa cu termenii liberi.

n: numarul ecuatiilor.

ncol: ncol = n + nb, unde nb este numarul de termeni liberi (ncol este definit
in programul principal).

prag: prag pentru pivot = 0.

kod : cod pentru eliminarea Gauss:
kod = 0: 0.k.; kod #0: pivot ~ 0 (pivot < prag).

pivot: valoare pivot, cand pivot < prag.

Metoda este aceeasi ca la Gauss, cu deosebirea cd acum, subrutina metodei lucreaza
cu matricea extinsa AB(n, ncol). Solutiile sunt returnate in coloanele n+1:nb ale

matricii extinse.

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date. Acesta are aceeasi structura ca la
Gauss, cu deosebirea ca nu mai contine codul de tiparire:
- Titlu: text de max. 80 caractere
- n,nb: nr. de ecuatii; nr. de termeni liberi.
- Matricea coeficientilor A: n x n. Se scrie asa cum e data - pe linii si coloane.
- Termenii liberi b: Se scriu pe linii: nb linii a n termeni liberi.
- cod_Inversare Coeficienti.
cod_Inversare Coeficienti: daca este # 0, atunci se rezolva sistemul cu
a(i, ) =1./a(, j).
- check text:  text de max. 20 caractere. Primul caracter este semnificativ,
anume:
Cc, c, P, p:sefaceproba Ax=D.
Observatie
Daca se cere proba, atunci programul principal salveaza matricea AB Tnainte de

apelul lui ELIM m

Datele de iesire se scriu in continuarea datelor de intrare si contin solutia i proba

(daca este comandata prin check_text).
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LU

Rezolvarea prin descompunerea LU (calculul direct al factorilor L si U) — metoda

Doolittle. Cu pivotare partiala.

Fisiere:

Primele 5 fisiere constituie subrutinele metodei.
LUdecomp.f90: descompunerea LU

LUsolve.f90: substitutie inapoi

apvt-LU.f90: pivotare partiala

compute_a_ii.f90: calculul pivotului (Tnainte de pivotare)

swap_row.f90: schimbare de linii

Main-LU.f90: programul principal
width.fo0: utilitar

Metoda:

Metoda consta in pasii:

1. Factorizare A =LU, cu pivotare partiala. A =

2. Rezolvarea sistemului Ly =b, prin substitutie
. o L y| =|b
Inainte; rezulta y.

3. Rezolvarea sistemului Ux =y, prin substitutie
Thapoi; rezulta X.

Formulele pentru calculul elementelor lui L si U —cu |, ales arbitrar (nenul):

I, = ales arbitrar (nenul), i=1,2,..,n
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u =— ki j=i, i+1,...,n (a)

Daca u; #0, i =1,n-1, rezulta:

aji _zljk Uy

_ K
1, =

_

. j=i+l,..,n (b)

i-1
uii

Elementele lui L si U se determina in urmatoarea secventa, conform schemei de mai

jos (se calculeaza elementele din linia i din U, si coloana i din L).

Tn particular, la i = n, se calculeazi numai u_, - din (a).

Metoda Doolittle pune 1, =1.

Numirul de operatii este acelasi ca in eliminarea Gauss (~ n®/3).

Pivotare:

Pivotarea trebuie facuta Tnainte de calculul elementelor lui U si L. Adica, pivotul u,

trebuie calculat si testat Tnainte de aplicarea formulelor (a) si (b).

Pentru metoda Doolittle, pivotul este dat de (cf. a):

i-1

Ui = q _Zlik Uy

k=1

Asa cum se arata in Exemplu-2, trebuie pivotat si daca pivotul este foarte mic. Practic,

se testeaza daca pivotul este mai mic decat un prag.

Doua strategii de pivotare partiald sunt disponibile, comandate printr-un cod: cautarea
pivotului maxim nenul, sau cautarea primului pivot nenul. Pragul este ales ca 1E —6.
Prima strategie ofera, in general, o precizie mai bund, in satisfacerea verificarii

solutiei, insd consuma mai mult timp de calcul.



88

Observatie

- Daca nu se pivoteaza, atunci avem LU = A.

- Daca se pivoteaza, atunci avem LU = A’, unde A’ =PA, iar P este o matrice
de permutare de linii. Matricea A’ se obtine din A, permutand liniile in
aceeasi ordine in care se permuta la pivotare. Sistemul care se rezolva este

A’x=Db", unde b’ este b cu liniile permutate Tn ordinea de la pivotare
|
Calculul determinantului:
Determinantul matricii A"’ =LU este
det(A") =u,U,, ... U,
Determinantul matricii A va fi
det(A) = (-1)"-' det(A"),
unde n_I este numarul de schimbari de linii in cursul pivotarii.

Subrutina de descompunere LU (Pasul 1) este:
LUdecomp(A, n, order, do_pvt, kodPivot, kod)
LUdecomp face:
- Stocare compacta: L si U in A, n triunghiul inferior, respectiv superior.
(Elementele diagonale din L fiind 1 nu se mai stocheaza.)
- Pivotare partiala - prin apel apvt-LU; aceasta apeleaza compute_a_ii.f90 si
swap_row.f90.
Ordinea liniilor (dupa pivotare) e stocata in vectorul order; order Se

utilizeaza pentru ordonarea membrilor doi - la rezolvare (in LUsolve).

Parametri formali:
A: matricea sistemului
n: numarul de ecuatii

order: vector intreg



do_pvt: data logica; valori: T/F: pivoteaza sau nu.
kodPivot: cod pentru strategia de pivotare:
kodPivot = 0: pivot maxim; kodPivot = 0: primul pivot nenul.
kod: cod de test pivot:
kod = 0: 0.k.; kod <0: pivot <prag

Subrutina de rezolvare este:

LUsolve(LU, b, n, x, order)

Pasii 2 si 3 de mai sus.

Elementele din b sunt re-aranjate conform schimbarilor de linii.

Solutia este returnata in x.

Parametri:

LU:  echivalentul LU a lui A (stocare compacta)
b: vectorul termenilor liberi

X: solutia

order: vector intreg

Observatie

In LU si LUsolve, produsele scalare se calculeaza in dubla precizie m

Subrutinele se apeleaza astfel (in programul principal):

call LUdecomp (A, n, order, do pvt, kodPivot, kodLU)

! Solutia pentru "nb" termeni liberi:

do kb =1, nb

call LUsolve (A, b(l:n, kb), n, x1, order)
b(l:n, kb) =x1

enddo

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date. Acesta contine urmatoarele date

(scrise pe linii):
- Titlu: text; max. 80 caractere

- n,nb: numar de ecuatii; numar de termeni liberi.

89
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- Matricea coeficientilor A:  n x n (Se scrie pe linii si coloane).
- Termenii liberi b: Se scriu pe linii: nb linii a n termeni liberi.
- Cod_Tiparire, Cod_inversare_ coeficienyi: 0 /#0; 0 / #0.
o Cod Tiparire=0:  Solutia, in fisierul de date.
Pentru Cod_Tiparire # 0, se tiparesc in plus datele de mai jos.
o Cod_Tiparire=1:  Solutia, la display; Matricile L si U, in fisierul
de date.
o Cod_Tiparire>2:  Vectorul order, la fiecare pivotare;
Determinantul lui A; Daca | u(i, i) | < prag: Se

tipareste si linia i a matricii A (la pasul

respectiv).
o Cod inversare coeficienti # O: a(i, j)=1./a(, j)
- Cod pivotare, kod_pivot:
o Cod_pivotare: logic, valori T/F: Da/ Nu.
o kodPivot: # 0: pivot maxim; = 0: primul pivot nenul.

- Check_text: max. 20 caractere; primul caracter este semnificativ:
C, c, P, plaltcaracter: Verifica / Nu verifica - solutia.

F, f: Se verifica solutia si LU = PA (PA este A permutat).
Observatie

Daci se cere verificarea, atunci programul principal salveaza A si b Thainte de

apelul lui LUdecomp m

Datele de iesire se scriu in fisierul de date, dupa datele de intrare.

Exemplele 1 si 2 de mai jos, se refera la sistemul:

-4 1 1 1 1
-6 6 4 4 1
A= : b= )
-15 -15 1 1 1
-6 6 4 -4 1

Exemplu — 1 (Fisier de date u3.dat):

Matrice 4x4 cu u22 =0; u33=0. Fara pivotare.



4 1
-4 1 1 1
-6 6 4 4
-1.5 -1 1 1
-6 6 4 -4
4*7
3 0
F 0
Check
Pas 1 - ORDER: 1 2 3 4
-4.000000
Pas 2 - ORDER: 2 3 4
4.500000
Pas 3 - ORDER: 3 4
1.666667
Pas 4 - ORDER: 4
-8.000000
Numar de schimbari de linii = 0
Matricea L
1.000000
1.500000 1.000000
0.3750000 -0.4166667 1.000000
1.500000 1.000000 0.000000
Matricea U
-4.000000 1.000000 1.000000
4.500000 2.500000 2.500000
1.666667 1.666667
-8.000000
Determinant (A) = 240.0000

1.000000

1.000000
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* Solutia pentru termenii liberi nr. 1

x(1l) = -0.2500000

x(2) = -0.2500000
x(3) = 0.2500000
x(4) = 0.000000

* Proba Ax =Db:
A*x -b
1 0.0000000E+00
2 -5.9604645E-08
3 1.1920929E-07
4 -5.9604645E-08

Exemplu — 2 (Fisier de date u3-p.dat):
Matrice 4x4 cu u22 =0; u33=0. Pivotare.

4 1

N

Pas 1 - ORDER: 2 1 3 4
-6.000000
pas 2 (test) - order: 4 3 1
u(2,2) = 0.000000

Pas 2 - ORDER: 1 3 4
-3.000000
pas 3 (test) - order: 4 3
u(3,3) = 0.000000



Pas 3 - ORDER:

1.666667

Pas 4 - ORDER:

-8.000000

3 4

4

Numar de schimbari de 1linii

Matricea L
1.000000
0.6666667
0.2500000
1.000000

Matricea U
-6.000000
-3.000000

1.666667
-8.000000

Determinant (A)

1.000000
1.000000
0.000000

6.000000
-1.666667
1.666667

= 240.0000

.000000
.000000

.000000
.666667

* Solutia pentru termenii liberi nr. 1

x (1) = -0.2500000
x(2) = -0.2500000
x(3) = 0.2500000
x(4) = 0.000000

* Proba Ax =Db:

Swo N

o o o o

A*x -b

.0000000E+00
.0000000E+00Q
.0000000E+00Q
.0000000E+00Q

1.000000

4.000000
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LU\Crout

Rezolvarea prin descompunerea LU — metoda Crout.

Fisiere:

LUdecomp-Crout.f90; LUsolve-Crout.f90; apvt-Crout.f90; compute_a_ii_Crout.fo0;
swap_row.f90; Main-Crout.f90; width.f90;

Semnificatiile sunt aceleasi ca ale fisierelor din metoda Doolittle.

Metoda:

Metoda este analoga cu Doolittle, cu deosebirea ca acum se aleg arbitrari uj;, iar
pivotul este |;.

Metoda Crout pune u,; =1.

LU_Complex

Descompunere LU — matrice complexa, metoda Doolittle

Fisiere:

LUdecomp_z.f90; LUsolve z.f90; apvt-LU_z.f90; compute_a ii_z.f90;
swap_row_z.f90; Main-LU_complex.f90; width.f90;

Semnificatiile sunt aceleasi ca ale fisierelor din metoda Doolittle.

Fisierul de date are aceeasi structura ca fisierul de date din LU, cu particularitatile:

- Matricea A: elementele se introduc prin partea reala si partea imaginara;
- Termenii liberi b: se introduc ca valori complexe, in forma (x, y). Parantezele

sunt obligatorii.

Exemplu:
3-2i 2+4i -3i 5—i | 10+5i
A=|1+i 2-6i 1+2i|; b=|4-3i ' 6-7i
4  —5+i 3-2i 2—i i —1+2i

Fisierul de date este (test-p.dat):
Test: solutia 1 =(1,0) (1,0) (1,0); solutia 2 =(1,-1) (2,1)
(0,3)



32

3 -2 2 4 0 -3
11 2 -6 12

4 0 -5 1 3 -2
(5,-1) (4,-3) (2,-1)
(10, 5) (6,-7) (-1,2)
2 0

T 1

FProba

Pas 1 - ORDER:

Pas 2 - ORDER:

Pas 3 - ORDER:

Numar de schimbari de 1linii

Matricea L

1.

1.000000
0.2500000
0.7500000
000000

Matricea U

3.

4.000000
000000

3.500000
0.2046980

Determinant (A)

321

.000000,0.0000000E+00)

21

.500000,-5.000000)

1

.2046980,-0.4932886)

0.000000

0.2500000

-0.5000000
0.000000

0.000000

-2.000000

-5.000000
-0.4932886

7.000001

1.000000
0.3926175

-5.000000

-0.2500000

11.00000

* Solutia pentru termenii liberi nr. 1

0.000000
0.7751678

1.000000

1.750000
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x(1l) = 1.000000 -0.1641187E-06
x(2) = 0.9999999 0.9099531E-07
x(3) = 0.9999998 0.2314062E-06

* Solutia pentru termenii liberi nr. 2

x(1l) = 1.000000 -1.000000
x(2) = 2.000000 1.000000
x(3) = -0.6782657E-06 3.000000

* Proba Ax =b:

Solutia nr. 1: A*x -b
1 (-4.7683716E-07,2.3841858E-07)
2 (-2.3841858E-07,2.3841858E-07)
3 (-1.1920929E-07,0.0000000E+00)

Solutia nr. 2: A*x -b
1 (0.0000000E+00,9.5367432E-07)
2 (4.7683716E-07,-4.7683716E-07)
3 (-1.1920929E-07,4.7683716E-07)

* Proba LU =PA: L*U

(4.000000,0.0000000E+00) (-5.000000,1.000000) (3.000000,
-2.000000)

(1.000000,1.000000) (2.000000,-6.000000) (1.000000,2.000000)
(3.000000,-2.000000) (2.000000,4.000000) (0.0000000E+00,
-3.000000)

LU _Complex\Crout_Complex

Descompunere LU — matrice complexa, metoda Crout

Fisiere:

LU _Decomp_Crout_z.f90; LUsolve-Crout_z.f90; apvt-Crout_z.fo0;
compute_a_ii_Crout_z.f90; swap_row_z.f90; Main-Crout_Complex.f90; width.f90;

Semnificatiile sunt aceleasi ca in LU — metoda Crout.



Cholesky

Metoda Cholesky — cu matricea L.

Metoda:
Se aplica pentru un sistem cu matrice simetrica si pozitiv definita. Pentru o astfel de

matrice existd o descompunere LU, Tn care U este transpusa lui L, adica

A =LL". Metoda Cholesky nu necesita pivotare.

Pasii rezolvarii sunt aceeasi ca pasii LU, anume:

1) Factorizare: A=LL"

2) Calculul luiy, prin substitutie inainte: Ly =b
3) Calculul solutiei X, prin substitutie inapoi: L'x =y .

Pentru n =mare”, numarul de operatii in metoda Cholesky este

n3

NOPChoIesky ~ E

Adica, NOP,, ., ~ % NOP,

Gauss*

Fisiere:

Cholesky.f90; Forward.f90; Back.f90; Loca.f90; Main_Cholesky-2004.f90; width.f90

Subrutinele metodei sunt:

cholesky(a, kod): Descompunerea Cholesky (Pasul 1)
forward(l,b):  Substitutie inainte (Pasul 2)

back(l,b): Substitutie inapoi (Pasul 3)

Ele se apeleaza astfel (in programul principal):

call Cholesky(a, kod)

do k =1,nb

call forward(a,b(:,k))
call back(a,b(:,k))
enddo
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Parametrii formali sunt:
a: vector de dimensiune n(n+1)/2. Acesta stocheaza:
La intrare: matricea A (triunghiul inferior, pe linii);
La iesire: matricea L (triunghiul inferior).
kod: cod de iesire din descompunerea Cholesky:
0: ok; -1: Matricea nu este pozitiv definita.
I: vector de dimensiune n(n+1)/2. Acesta stocheaza matricea L.
b: vector de dimensiune n, care stocheaza la intrare termenii liberi, si la iesire
solutia. Anume:
Forward: b, siy; Back: y, si x.
La acestea, se adauga 0 functie care calculeaza adresa elementului A(i, j) Tn vectorul

de stocare a, anume Loca(i, j).

Main_Cholesky-2004.f90: programul principal
Observatie

Programul principal stocheaza matricea A in vectorul a de dimensiune n(n+1)/2

width.fo0: utilitar

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date, care contine:
Titlu: text, max. 80 caractere.
n, nb: n = numarul de ecuatii; nb = numarul de termeni liberi.
a: triunghiul inferior din A.
termenii liberi; se scriu pe linii: nb linii a n termeni liberi.
kod: Cod de tiparire
check_text:  text, max. 20 caractere. Primul caracter e semnificativ:

C, c, P, p:se verifica solutia calculata.

Datele de iesire se scriu in continuarea datelor de intrare.

Exemplu (Matricea A, din Jennings (1980), p. 106):



16 4 8 1:2:28

A=|4 5 —4; b=l112!5].
8 -4 22 112126

Fisier de date (2.dat):

Test pentru Cholesky

3 3

16

4 5

8 -4 22

1 1 1

2 2 2

28 5 26

1

Proba

Matricea L

4.000000
1.000000 2.000000
2.000000 -3.000000

3.000000

* Solutia pentru termenii liberi nr. 1

1 2
xl: -0.1423611 -0.2847222
X2 0.4583333 0.9166667
x3: 0.1805556 0.3611111

* Proba Ax =Db:

Solutia nr. 1: A*x -b
1 0.0000000E+00
2 -5.9604645E-08
3 1.1920929E-07

Solutia nr. 2: A*x -Db
1 0.0000000E+00
2 -1.1920929E-07

3
1
1
1

.000000
.000000
.000000
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3 2.3841858E-07

Solutia nr. 3: A*x -b
1 0.0000000E+00
2 0.0000000E+00
3 0.0000000E+00

Cholesky S

Metoda Cholesky — cu matricea S.

Metoda:

Metoda este aceeasi cu cea expusa la Cholesky. Cu deosebirea ca acum, matricea de
referintd este matricea S = L' . Astfel, pasii sunt:

1. Factorizare: A=S"S
2. Calculul luiy, prin substitutie inainte: S'y =b
3. Calculul solutiei X, prin substitutie napoi: SX=Y.

Programul principal stocheaza acum, in vectorul a, triunghiul superior al lui A (pe
coloane).
Datele de intrare si iesire sunt aceleasi ca la Cholesky, cu deosebirea ca matricea A se

introduce prin elementele triunghiului superior.

Fisiere:
Cholesky_S.f90; Forward.f90; Back.f90; Loca.fo0; Main_Cholesky S.f90; width.fo0;
Semnificatiile sunt aceleasi ca ale subrutinelor din Cholesky.

Exemplu:

Exemplul din Cholesky, pentru coloanele 1 si 3 de termeni liberi.
Fisier de date: 1.dat

Cholesky Band

Cholesky pentru matrici banda (simetrice si pozitiv definite).
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Matrice banda: elementele unei linii sunt alcatuite din:
- Elementul diagonal, un numar de LIM-1 elemente la stanga acestuia, si LIM-1

elemente la dreapta.
- Celelalte elemente din linie sunt zero.

Numarul LIM se zice semi-lafimea de banda. LIM reprezinta numarul elementelor din

semi-banda, inclusiv elementul diagonal.

Observatie
Intre elementele din banda, pot fi si elemente nule, dar elementele situate in afara

benzii sunt toate nule. Tn acest sens, LIM este semi-latimea de banda maximd m

De exemplu, o matrice 6x6, cu LIM = 3, are structura:

a‘44 a45 a46
Simetric Ay Agg
a66

Metoda:

Matricea banda se presupune simetrica si pozitiv definita.
Descompunerea LL™ sau S™S poate fi facuta lucrand exclusiv in banda. In ceea ce

urmeazi se considerd descompunerea A =S'S, lucrand cu semi-banda superioara.
Pasii sunt cei de la Cholesky S.
1) Descompunerea Cholesky:

Elementele active la un pas al descompunerii, sunt continute intr-un triunghi cu
laturile LIM — numit “triunghiul activ”. In cursul procesului, triunghiul activ coboara

cu cate o linie in banda.
Metoda utilizeaza un vector de lucru Y, de dimensiune NY, unde se definesc:

NYO=LIM #(LIM +1)/2; NY = NYO+n#LIM.

Acest vector este constituit din doud parti:
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- Sub-vectorul Y1(1: NYO), de dimensiune LIM *(LIM +1)/2: serveste ca

front de lucru, pentru descompunerea Cholesky; in acestea se genereaza

elementele triunghiului activ la un pas (triunghi cu laturile LIM).

- Sub-vectorul YA(NYO+1: NY ), de dimensiune n=*LIM : initial, stocheaza
matricea A, pe linii. Tn cursul descompunerii Cholesky, stocheaza liniile

procesate ale matricii A.

Y1 S S BT NS

LIM=(LIM+1)/2 LIM LIM LIM

Figura 7 - Tablourile Y1 si YA

2) Solutia:

Aceasta se calculeaza prin substitutie inainte si inapoi (pasii 2 si 3).

Pentru alte consideratii privind metoda (stocare, algoritm), v. Cap. 4, 5.6.

Fisiere:
AA.f90: functie care genercaza elementul (i, j) al matricii banda A

Cholesky Band.f90: descompunerea Cholesky in banda

Loca.fo0: functie care calculeaza adresa elementului A(i, j) in vectorul Y
Lof.f90: “Locul in front”: adresa unui element din triunghiul activ, in vectorul
Y1.

Main-Cholesky Band_2005.f90: programul principal
Solve.f90: calculeaza solutia

width.fo0: utilitar

Fisier de date: b6-3.dat

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date, care contine:
Titlu: text, max. 80 caractere.
n, LIM, nb:  n=numarul de ecuatii; LIM = semi-latimea de banda (inclusiv

elementul diagonal); nb = numarul de termeni liberi.
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A: semi-banda superioara din A, anume: se scriu n linii de LIM elemente;
pentru ultimele linii se adauga elemente nule (la dreapta), pana la
implinirea numarului de LIM elemente.

b: termenii liberi: Se scriu pe linii; nb linii a n termeni liberi.

kod: cod de tiparire:
kod = 0: se tipareste solutia;
kod #0: se tipareste si matricea S;
kod > 2: se tipareste si proba S'S=A.

check text:  text, max. 20 caractere. Primul caracter este semnificativ:

C, c, P, p:se verifica solutia.

Exemplu:

Se considera sistemul definit de:

4 -1 -1 0 0 O] '152'
4 -1 -1 0 0 1i1
4 -1 -1 0 1:0
A= X b=| .
4 -1 -1 1:0
Simetric 4 -1 151
i 4 | 1:2)

Fisier de date (b6-3.dat):

Test pentru Cholesky: matrice banda - semi-banda superioara
6 3 2

4 -1 -1

4 -1 -1

4 -1 -1

4 -1 -1

4 -1 0

4 0 0

6*1

2 1 0 0 1 2
1

Check

Matricea A:
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T > Y SN S TN

.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000
-1.000000

Matricea S:

2.
.936492
.825742
.788854
.757128
.737302

e e

000000

-0.5000000
-0.6454972
-0.7302967
-0.7826238
-0.8180962

-1
-1
-1
-1

* Solutia pentru termenii liberi

x1:

xX2:

x3:
x4

x5:

X6:

1
0.90
1.1
1.4
1.4
1.1
0.90

2
47619 1.000000
90476 0.9999999
28571 0.9999999
28572 1.000000
90476 1.000000
47620 1.000000

* Proba Ax =Db:

Solutia nr.

Solutia nr.

1: A*x -Db

1 0.0000000E+00
2 -2.3841858E-07
3 -1.1920929E-07
4 4.1723251E-07
5 1.7881393E-07
6 0.0000000E+00

2: A*x -Db
1 1.1920929E-07
2 =-1.7881393E-07

.000000
.000000
.000000
.000000

.5000000
.5163978
.5477226
.5590170
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3 -1.7881393E-07
4 0.0000000E+00
5 -5.9604645E-08
6 4.7683716E-07

lll-2 Analiza erorii i condifionare

Numar_Conditie

Calculul numarului de conditie al unei matrici, dupa norma-o si norma-1.

Metoda:

Se da sistemul Ax = b. Consideram o perturbatie r a termenilor liberi, adica noi
termeni liberi b =b+r, unde Irll/llb] este ’mic”. Sistemul devine AX = b.

Notam perturbatia solutiei prin € = X — X, si avem

L _IellZixl congay,
Cond(A) [Ir(i/lb]l

n care:
Cond(A) = | A[l-| A™ |l
Numarul Cond(A) este numarul de conditie al matricii A. Avem Cond(A) >1.

- Daca Cond(A) ~ 1: A se zice bine-conditionata,

lle|l /]| x|l este “mic”, adica este de ordinul lui || r| /] b].
- Daca Cond(A) >> 1: A se zice rau-conditionatd,

el /|| X || poate fi ’mare”, adica || e| /| x||>>|r|/||b].

Numirul de conditie depinde de norma considerata. In particular, se defineste
Cond(A), = p(A)p(A™),

in care: p(A) este raza spectrala a matricii A, definitd de p(A) = max | 4, (A) | —unde

A (A), 1= 1,n sunt valorile proprii ale matricii A. Avem, pentru orice norma,

Cond(A) > Cond(A), . Numarul Cond(A), se calculeaza prin
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Programul calculeaza numarul de conditie pentru normele ||. ||, si | .||,, definite prin:
” A ”oo: miaX Zl Ch |
i

Aceasta se zice norma liniilor, si este maximul sumelor modulelor elementelor, pe
linii.
I A ”1: m?x Z| q; |

i

Aceasta se zice norma coloanelor, si este maximul sumelor modulelor elementelor, pe

coloane.

Fisiere:

Main-Numar_Conditie.f90;NormInf.f90; Norm1.f90; Elim2004.f90; width.f90;

Main-Numar_Conditie.f90: programul principal
Norminf.f90, Norm1.f90: norma-oo si norma-1, ale unei matrici

Elim2004.f90: eliminarea Gauss; aceasta serveste pentru calculul matricii inverse.

width.fo0: utilitar

Subrutina de eliminare Gauss este ELIM2 (n, nb, A, B, prag, kod). Parametrii au
aceleasi semnificatii ca la ELIM din Gauss (cu deosebirea ca, intre parametri, nu mai

apare codul kodPrint).

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date, cu structura de mai jos. Datele de

iesire se scriu in fisier, dupa datele de intrare.

Fisier de date (intrare/iesire):

Titlu: text, max. 80 caractere

n: ordinul matricii A

Matricea A: n x n; se scrie asa cum e data - pe linii si coloane
Cod_Inversare Coeficienti, Cod_Tiparire: 0/#0.
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- Cod_Inversare_Coeficienti # 0: se face a(i, j) =1./a(i, j)
- Cod _Tiparire # 0: se tipareste si A™.
Cod_Norma: cod pentru norma. Valori:
0: norma-infinit (norma liniilor);
1: norma-1 (norma coloanelor)
2 (sau, alt numar decat 0 sau 1): norma-2: Nu este implementata; se ia

implicit, norma-infinit.

! Cod norma

Matricea inversa:

-0.7500000 0.5000000 0.2500000
0.5000000 -0.4000000 0.1000000
0.2500000 0.1000000 -0.1500000

Norma nedefinita: Se ia Norma-infinit (norma liniilor)

Norm (A) = 8.000000

Norm (A-invers) = 1.500000
Numarul de conditie = 12.00000
Hilbert

Calculul inversei matricii Hilbert.
Metoda:

Matricea Hilbert de ordinul n este:
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1 L 1 1
2 3 n
1 1 1 1
H |2 3 4 n+l
n - .
i 1 1 1
n n+l n+2 2n-1

Matricea Hilbert este cunoscuta ca fiind rau-conditionata, si anume, cu atat mai rau-

conditionata cu cat ordinul n este mai mare.

Inversarea se face in modul obisnuit, anume: Coloanele x® ale matricii inverse se

calculeazi rezolvand sistemele liniare H x® =e® , i=1n, unde e sunt coloanele

matricii unitate de ordinul n.

Fisiere:

Main-Hilbert2004.f90: programul principal
Elim2004.f90: eliminarea Gauss
width.f90: utilitar

In principiu, pentru aceasti problema se pot utiliza oricare din metodele expuse
anterior, pentru sisteme liniare generale (Gauss, LU).

Avantajul este ca, programul principal genereaza matricea Hilbert de ordinul n, si
termenii liberi pentru ordinul n (coloanele matricii unitate).

(in loc de, specificarea acestor date in fisierul de intrare, cum ar fi necesar in metodele
pentru o matrice generala.)

Rezolvarea se face prin eliminare Gauss, prin apelul subrutinei ELIM2. Parametrii
formali sunt aceeasi ca la subrutina ELIM din Gauss (cu deosebirea ca intre parametri

nu mai figureaza codul kodPrint).

Datele de intrare se introduc de la terminal si constau in: ordinul n; o data logica
(T/F) pentru verificarea sau nu, a inversei calculate X.

Pentru verificare, se calculeaza produsul H, X ar trebui sd avem proba H X=1_,

unde 1, este matricea unitate de ordinul n.

Faptul ca matricea Hilbert este rau-conditionata, se poate constata din urmatoarele

rezultate:
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- Elementele inversei calculate sunt afectate de erori cu atat mai mari, cu cat
ordinul este mai mare. (Erorile se apreciaza in raport cu valorile exacte — care
se cunosc analitic, sau in raport cu valorile calculate in dubla precizie);

- Inversa calculata verifica tot mai rau proba, odata cu cresterea lui n: adica,

erorile H X -1, sunt tot mai mari.

Exemplu:

Pentru n =5, produsul H_ X este:

0.9999927 1.5778195E-04 -1.0029844E-03 1.2790319E-04
1.3136200E-04
-4.5019597E-06 1.000019 6.0700515E-04 5.3869281E-04
-1.0658416E-04

7.5124717E-07 5.9086320E-05 1.000850 -2.8395746E-04

3.5124447E-04

0.000000 0.000000 0.000000 1.000000
0.000000

8.1506332E-06 -1.1893210E-04 2.6392794E-04 -7.2401995E-04
1.000145

I1l-3 Metode iterative

Jacobi

Metoda Jacobi — pentru sisteme liniare.
Exemplu numeric:

Fie sistemul:
8X, + X, —X; =8
2X, + X, + 9%, =12

X, =X, +2X;, =4
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Rezolvam fiecare ecuatie | = 1, 2, 3, in raport cu necunoscuta X;, cautand ca aceasta

sa fie necunoscuta cu coeficientul cel mai mare din ecuatie, eventual rearanjand

ecuatiile. Intervertind ecuatiile 2 si 3, avem:
X, =1—(1/8)x, + (1/8)x,

X, =417+ QI 7)x, +(217)X,

Xz =12/9—-(2/9)x, — (1/9)x,

Sau matriceal:

X, 1 0 -1/8 1/87 [x,
X, |=| 417 |+| U7 0 2/7||x, (1)
x,| [12/9] |-2/9 -1/9 0 ||x,

care este de forma

x™ =g+ Mx™

Se itereazi, cu aproximatia initialda X© =[1 4/7 12/9]" ; testul de oprire a iteratiei
este || x™® —x™ ||, <1E —6. La iteratia 12 rezulta solutia (1.0,1.0,1.0).
]

Metoda:

Fie sistemul dat Ax =b. Se rezolva fiecare ecuatie i Tn raport cu necunoscuta x; .
Explicitand x; se obtine:

x. = (b — Zaijxj)/a“, i=1,2,...,n
J

=1, ji

S-a presupus a;, # 0. Iteratia Jacobi va fi:

x© = arbitrar

x™ = (b — Y ax{M)/a;, i=12..,n m=0
i=L, j=i

(m+l)

Testul de oprire a iteratiei este || X x™ || _<eps.
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Metoda Jacobi se mai zice metoda “iteratiilor simultane”, pentru ca, coordonatele X,

ale solutiei X se calculeaza independent unele de altele. (Pentru alt mod de calcul —

metoda Gauss_Seidel, mai jos.)
Conditie suficienta de convergenta:

Matricea A este diagonal dominantd, adica avem:

n
|aii|> Zlaijli i=1,n

j=1 =

Pentru alte consideratii privind metoda, v. Cap. 4-1V.

Fisiere:
Jacobi.f90: programul principal — care implementeaza metoda
Norm.f90: norma-co a unui vector

width.fo0: utilitar

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date. Acesta are structura:
- Titlu: linie-text, max. 80 caractere.
- n: ordinul matricii
- Matricea A: n x n; se scrie pe linii i coloane — asa cum este data.
- Termenul liber b: se scriu in linie, n valori b, .
- eps, Init: toleranta, numarul limita de iteratii.
- kodPrint: cod de tiparire iteratii: 0 / # 0: Da/ Nu.
- check text:  text de max. 20 caractere. Primul caracter este semnificativ:

C, c, P, p: seface proba - se tipareste vectorul Ax — b.
Datele de iesire se scriu in fisier, dupa datele de intrare — v. mai jos.

Exemplul numeric de mai sus:

Fisierul de intrare/iesire (Ex1.dat):
Exemplu pt. Jacobi

3

8 1 -1

1 =7 2

V.
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2 1 9
8 -4 12
le-6 50

0

Proba

Toleranta atinsa.

Numar de iteratii: 12

Solutia:
1 1.000000
2 1.000000

3 1.000000

Proba "Ax-b":

1 9.5367432E-07
2 -4.7683716E-07
3 1.4305115E-06

Gauss_Seidel

Metoda Gauss-Seidel.

Se modificd metoda Jacobi, astfel c4, la calculul coordonatei x™ se utilizeaza valorile

x™ ..., x™ deja calculate, care in general, sunt aproximatii mai bune ale solutiei.

Exemplu:

Consideram exemplul numeric din Jacobi. Ecuatiile se inlocuiesc cu cele de mai jos,

care ar trebui sd ofere o convergentd mai rapida:
XM =1-(1/8)x{? + (1/8)x{?

XD =417+ @)D + (21 7)x

x{) =12/9-(2/9)x? — L/ 9)x{

Tntr-adevar, cu x® =[0 0 0]" si aceeasi toleranta 1E —6, solutia (1.0, 1.0,1.0) se

obtine la iteratia 9. Rezidualul maxim este 0.0.
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|
Metoda:
Formulele generale ale metodei Gauss-Seidel sunt:

x©@ = arbitrar

i-1 n
XM = (b =D axi™Y = Y ayx(My/ay, i=1,2,..,n; m>0
= j=itl

Testul de oprire a iteratiei este || x™ —x™ ||_<eps.

Metoda Gauss-Seidel se mai zice metoda “iteratiilor succesive”, pentru ca la un pas

m+1, m> 0, de indata ce o coordonata Xﬁm”) a solutiei este calculata, ea se utilizeaza

in ecuatiile pentru coordonatele urmatoare x{™®, i> j.

Conditii suficiente de convergenta:
- matricea A este diagonal dominanta.
- matricea A este simetrica si pozitiv definita.
Cand ambele metode Jacobi si Gauss-Seidel converg, metoda Gauss-Seidel converge

mai rapid.

Pentru alte consideratii privind convergenta, v. Cap. 4-1V.

Fisiere:
Gauss_Seidel.f90: programul principal
norm.f90: norma-oc a unui vector

width.fo0: utilitar

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date. Acesta are aceeasi structura ca si

fisierul de date din Jacobi.

Exemplu (Ex1.dat):

Exemplul de la Jacobi. Rezultatele sunt, acum:

Toleranta atinsa.

Numar iteratii: 9



Solutia:

x(1l) = 1.000000
x(2) = 1.000000
x(3) = 1.000000

Proba "Ax-b":
1 0.000000
2 0.000000
3 0.000000

Sor

Metoda relaxarii (Succesive Over-Relaxation).
Metoda:
Reluam formula metodei Gauss-Seidel:
i-1 n
XM =0, =D agx™V = > ax{My/a;, i=12,..,n; m>0
j=1 j=i+l
Formula se pune sub forma urmitoare, adunand si scizand x{™ in membrul doi

(observati ca acum, in a doua sumad, indicele j ia valoride lai sinu de la i+1):

i-1 n

(me1) _ 3 (m) (1) (m) L

"D =x" 4+ (b - Yagx" - 3 ax{)/a;, i=1n
=1 j=i

Termenul care se adund la x(™ este diferenta (x"*" —x"). Metoda SOR consti in

inmultirea acestei diferente cu un factor de accelerare (sau relaxare) w>1 . Intrucét
® > 1, metoda se zice supra-relaxare. Alegerea lui o se discuta mai jos. Formula

metodei SOR este deci

i-1 n
(M) _ y (m) (m+1) (m) L
XM = x™ 1+ o, =D ax{™ =S axMy/a;, i=1n
= j=i

sau, explicitand x(™ din a doua suma:

i-1 n
X" = o - 2 ax{™ - Yax{")/ & + (- o)™, i=1n
j=1 j=i+l
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Se noteaza expresia din prima paranteza cu z{™™® (aceasta este coordonata i a iteratei

(m+1) din metoda Gauss-Seidel.) .

Formula de iterare este echivalentd cu urmitoarele ecuatii considerate pentru i =1,n':

i—1 n
(m+1) _ (m+1) (m)
Zi —(Q"E,auxj - E,aﬁxj )/aw
=1

j=i+l
X" = z2™ 4 (1- w)x™

In cele mai multe cazuri, valoarea optima a lui w satisface relatia
1<w<?2

In practica, se poate alege @, astfel: se utilizeaza valori w de test, pe un numar
limitat de iteratii; se alege ca valoare optima acel @, pentru care convergenta este cea

mai rapida.

Fisiere:
SOR.f90: programul principal
norm.f90: norma-oo a unui vector

width.fo0: utilitar

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date. Acesta are aceeasi structura ca si
fisierul de date din Jacobi, cu deosebirea: dupa datele eps, Init, se introduce data:

- omega: factorul de accelerare @

Exemplu:

Consideram exemplul de mai jos. Pentru acesta, metoda Gauss-Seidel face 27 de
iteratii si da solutia X*” = [0.9999999 0.9999999 0.9999999 0.9999999
0.9999999]". Alegem @ =1.3 (valoarea optima). Se obtin rezultatele de mai jos.

Fisierul de intrare/iesire:

Test pentru Gauss-Seidel & SOR. Solutia: 1,1,1,1,1.
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v} o B B N O O
=1
|
~J
@)
(@]

Toleranta atinsa.

Numar iteratii: 16

Solutia:

x (1) = 1.000000
x(2) = 1.000000
x(3) = 1.000000
x(4) = 1.000000
x(5) = 1.000000

Proba "Ax-b":

1 0.000000
2 0.000000
3 0.000000
4 0.000000
5 0.000000
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CAPITOLUL IV - VALORI Sl VECTORI PROPRII

Folder tematic: $ Eigen

Foldere:
Power; Power_Complex; Inverse_Power_Shift; Inverse_Power_Complex;
Sim_Iter: metoda puterii si variante ale acesteia.

Jacobi; QR: metodele Jacobi si QR.

Problema de valori proprii (sumar)

Fie datda matricea A nxn, reala sau complexa.

Daca vectorul X # 0 siscalarul A satisfac relatia

AX = AX, 1)
atunci: A se numeste valoare proprie, iar x vectorul propriu asociat lui 4.

Dacd X si y sunt asociati cu A, atuncisi ax+ gy, «, [ scalari, este asociat lui 1.

Daca P este 0 matrice nxn nesingulara, matricea

A =P AP

se zice similara cu A. P se zice matrice de transformare.

Matricile similare au aceleasi valori proprii. Daca x' sunt vectorii proprii ai lui A’,

vectorii proprii ai lui A se gasesc din relatia

x =Px’.
Mai multe metode numerice transforma matricea A intr-o matrice similara A’, de o
forma mai simpla, determinand valorile proprii si vectorii proprii ai matricii A'; apoi,

se determina vectorii proprii ai lui A, cu relatia de mai sus.

Polinomul caracteristic:

Relatia (1) este ecuatia din care se gasesc A si X. Aceasta se mai scrie
(A-AD)x=0 (2)

unde I este matricea unitate. Explicit,



a‘11 ﬂ’ a'12 a‘ln Xl 0
Ay Ay — A a.2n . X:z _ 0 (2.)
a, a, ... a,—Al[X, 0
Conditia ca (2) sa aiba solutii netriviale X, este det(A —Al) =0. Explicit,
a‘11 /1 a12 a‘ln
a,, — 4 a
p(i) — 21 22 :2n — O (3)
a, a, ... a,—-4

p(1) se zice polinomul caracteristic al matricii A, si p(4) = 0 — ecuatia caracteristica.
Fie determinantul desvoltat:

p(A)=(-D"A +c A +...+¢c A+C,

Proprietati ale coeficientilor si valorilor proprii:

c, =det(A); A, . A, =det(A).

C, = (—1)"‘1Zn:aii S N I S :Zn:aii :
1 1

n
Nota: Tr(A) = Zaii se zice urma matricii A.
1

n general:

¢, = (1" x Suma minorilor principali de ordin i ai matricii A.

Observatii

1. Ordonarea valorilor proprii:
Valorile proprii se ordoneaza in sirul A, 4,,..., 4. In acest sir, o radacind multipla
de ordinul r, se repeta de r ori. Uzual, valorile proprii se indexeaza in ordinea
descrescatoare a modulului, adica | A, |>| 4, |>... 2| A, |. Valoarea proprie 4, se
zice dominanta. Multimea valorilor proprii {4, 1= 1,_n} se zice spectrul matricii

A.
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2. Vectorii proprii asociati unei valori proprii:
Dupad determinarea valorilor proprii, vectorii proprii asociati cu A, se gasesc
punand A =4 in (2'), sirezolvand sistemul liniar i omogen (2').
- Daci A este reala: In general, A poate fi complex, si atunci vectorul

propriu X; asociat cu A, este complex. Daca A si A, sunt reali, atunci

vectorul propriu x; este real.

- Daci A este complexa: In general, valorile proprii si vectorii proprii sunt

mérimi complexe. In particular, unele dintre acestea pot fi si reale m

Subspatiu propriu §i dimensiunea acestuia:

Sistemul (2') este omogen, astfel ca daca X, y sunt solutii, atunci ax + £y sunt
solutii. Adica, lui A, ii este asociat un subspatiu liniar S; de solutii X. Se arata ca:
Dimensiunea subspatiului S, este mai mica decat sau egala cu ordinul de

multiplicitate a radacinii 4, m
Notand r, = ordinul de multiplicitate a radacinii 4, si p, = dimensiunea
subspatiului S,, avem: p, <r,. Cu alte cuvinte, exista cel mult r, vectori liniar
independenti in S, .
Daca p; <, valoarea A, se zice defectiva; in acest caz, si matricea A Se zice
defectiva.
(r, se mai zice multiplicitate algebrica, iar p, multiplicitate geometrica.)
3. Determinarea efectiva a sistemului propriu:
Pentru calculatia practica (n > 3), nu se recomandad:

- Rezolvarea directd a ecuatiei caracteristice. Aceasta, datorita faptului ca

perturbatii in coeficienti; aceste perturbatii apar din erorile de rotunjire.

- Calculul direct al vectorilor proprii, din (2.
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Metode numerice pentru gasirea valorilor proprii 4, , sia vectorilor proprii

asociati X", sunt prezentate In continuare.

Matrici hermitiene si unitare

Operatia * aplicata unui vector sau unei matrici noteaza transpus-conjugata.
Daca x este un vector, respectiv A o matrice, atunci:

X =x": A =A".

Explicit: A=[a;], A" =[a;], avem: a; =a;.

In expresiile anterioare, bara noteaza conjugata: X =[X.]; A = [a;].

Pentru un vector real, sau o matrice reald, operatia * revine la transpunere:
X =x"; A=A,

In particular, pentru un scalar, operatia revine la conjugare: s* =5.

Matricea A se zice hermitiana, daci A" = A.

Exemplu de matrice hermitiana:

1 1-7i —i
A=|1+T7i 5 10-3i
[ 10+31 -2

Remarcati ca elementele diagonale sunt reale, iar elementele simetrice sunt conjugate.
O matrice reald este hermitiana, daca este simetrica (A" = A).
O matrice hermitiana se zice pozitiv definita, daca VX =0 X" Ax >0 (X"Ax este

real).

In particular, o matrice reala este pozitiv definita, daca: Vx=0 X' Ax>0.

Matrici unitare:

O matrice se zice unitard, daca U*U =1 ; echivalent, U™ =U".
O matrice reald este unitard daca U'U=1,sau U =U".

Valorile proprii ale unei matrici unitare au modulul egal cu 1.
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Proprietati ale matricilor hermitiene (in particular, reale si simetrice):

P1.  Daca A este hermitiana, si are valorile proprii {4,} distincte sau nu, atunci:

(a) Exista o matrice unitara U, astfel ca U*AU este diagonala (se zice ca U

diagonalizeaza pe A), si avem:

U AU =diag(4,,..., 4,).

(b) Exista n vectorii proprii liniar independenti care formeaza o baza

ortonormatd in C" (acestia sunt coloanele lui U);
(c) Valorile proprii sunt reale
[
In particular, pentru A reali si simetrica:
(a-1) Exista U unitara si reald, astfel cda U" AU = diag(4,, ..., 4,) .
(b-1) Exista n vectorii proprii liniar independenti; acestia formeaza o baza
ortonormatd in R" (coloanele lui U);
(c-1) Valorile proprii sunt reale, si vectorii proprii sunt reali m
Avem si proprietatea:

P1'. Daca A este hermitiana (reala si simetricd) si pozitiv definita, atunci valorile

proprii ale lui A sunt reale si pozitive m

Produs scalar §i proprietati de ortogonalitate:

1. Spatiu vectorial real V|

Fie x un vector din V,, si X matricea coloana a coordonatelor sale intr-o baza a lui
V, (xeR").

Daca matricea A reala, este simetrica §i pozitiv definita, se defineste produsul
scalar Tn raport cu matricea A, prin:

<X, y>, =X Ay =y'AX

Tn particular, pentru A =1, acesta devine produsul scalar standard:
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<Xy>=X'y=y'x
AvEM: <Y, X>, =<X, Y >,; <Y, X>=<X,Y>.

Vectorii X siy se zic ortogonali (relativ la produsul scalar), daca < x,y >, =0,

sau <X, y>=0m

Astfel:

- Vectorii x si y sunt ortogonali relativ la matricea A , daca
x'Ay =0,sau y'Ax=0.

- Vectorii sunt ortogonali, daci x'y =0, sau y'x=0.

2. Spatiu vectorial complex V,

Fie x un vector din V_, si X matricea coloana a coordonatelor intr-o bazd a lui V,, (
xeC").

Daca A este 0 matrice hermitiana si pozitiv definita, se defineste produsul scalar

n raport cu matricea A, prin:

<X Y>,=X Ay =y'A’X.

(Ultima egalitate rezulta din aceea ca scalarul s=<X,y >, este egal cu transpusul
sau).

Produsul scalar definit de A =1 este:

<Xy>=X'y=y'x

Avem: <Y, X>, =<X,¥Y>,,51 <Y, X>=<X,y>.

Ortogonalitatea a doi vectori se defineste ca Tnainte, prin conditia < X,y >, =0,

sau<X,y>=0 m

Observatie: Daca avem < X,y >, =0, avemsi <y, x>, =0 m
Astfel:

- Vectorii X, y sunt ortogonali in raport cu A, daca:

x'Ay =0, sau y'A'x=0.
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- Vectorii X, y sunt ortogonali,daca:
x'y=0,sau y'x=0.
p2. Daca A este hermitiana, atunci:
- Vectorii proprii asociati la doua valori proprii distincte sunt ortogonali:
daca A, # A4,, atunci x;x, =0 si X;x, =0.
- Avemsi: X;Ax, =0, X;Ax, =0.
(Daca A hermitiana este si pozitiv definita, vectorii X, X, sunt ortogonali
relativ la matricea A'.)
n
Daca A este reala si simetrica:
- Vectorii proprii asociati la doua valori proprii distincte sunt ortogonali:
xy%, =0, X; X, =0.
- Avemsi: X;Ax, =0, X] AX, =0.
(Daca A reala si simetrica, este si pozitiv definita, vectorii X,, X, sunt
ortogonali relativ la matricea A)
[
Catul Rayleigh
Fie A 0 matrice nxn complexa (sau reald). Fie v e C" un vector arbitrar, si definim

v AV
p(V)=—,
VAV,

p(Vv) se numeste catul Rayleigh.
Proprietate-1: Daca x este vector propriu asociat cu A, atunci p(x)=1 =

Astfel, catul Rayleigh poate fi utilizat pentru a gési o aproximare a valorii proprii A,

dacd se cunoaste o aproximare Vv a vectorului propriu x: vaX= 1= p(v).

Proprietate-2: Daca matricea este hermitiand, catul Rayleigh este marginit de valorile

proprii extreme m
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Valorile proprii sunt reale; fie acestea A4, > A4, >...> 4, atunci, avem:
A, < p(v) < A, pentru orice veC".

Power

Metoda puterii — matrice reald, cu valori proprii reale.

Metoda:

Metoda puterii determina valoarea proprie dominanta si vectorul propriu asociat, ale
unei matrici A, reale sau complexe. Aplicati la inversa A~ metoda determina
valoarea proprie cea mai mica (in modul), si vectorul propriu asociat cu aceasta. Se

presupune ca:

1. Exista un set de n vectori proprii liniar independenti.
2. Existd o singura valoare proprie dominanta A4,: |4, |>| A4, |=>... 2|4, |
Metoda este urmatoarea:

Fie w® un vector initial, ales arbitrar — cu singura conditie ca si aibd o componenti

@

in directia lui X" . Pentru a implini aceasta cerintd, unele coduri genereaza un vector

aleator. (In fapt, w'® este o aproximatie a vectorului propriu X ; daci o astfel de

aproximatie este cunoscuta, atunci aceasta accelereaza iteratia de mai jos).
Desvoltam w® n baza vectorilor proprii:

w® =ax® +a,x? +...+ax™ (@)
Presupunem ca a, # 0, si formam sirul de vectori

WD = Aw® = AKWO k>

Avem:

w® = Aw® = 1ax® + 1,8, x? +...+ 1 a x®

= ﬂ{alx(” - [%}az x® 4.+ (%Jar‘x(“’}
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Tn general,

k

k
w® = A'w® = (1) ax® +[%j a, x? ++(%J ax™ (b)

Cum | A, |>| A | pentru i > 2, urmeazi ci rapoartele (A4 /A)* tind la 0 pentru

k — oo. Astfel, pentru k crescitor, vectorii W se aliniazi din ce in ce mai mult la
directia vectorului propriu X . In consecinta, pentru un k suficient de mare, avem
w® ~ (1) ax®. Si consideram de asemenea relatia w** = (4,)*"a,x®. Luand
orice coordonati non-zero a lui w*™®, w®  si zicem cea de-a m-a coordonata,

obtinem

ﬂi Wr(nk+1)
w

Dezavantajul formulei precedente este ci, coordonatele nenule ale lui w® devin fie

foarte mici (| 4, | <1), fie foarte mari (| A, | >1), odata cu cresterea lui k. Aceasta se

evitd prin normalizarea (sau scalarea) lui w™, la fiecare pas k. Normele utilizate sunt

norma-oo §i norma-2.
Astfel, algoritmul metodei este:
w® = Vector initial

W(k)
7 = m , pentru k >0 ... Normalizare
W

w D = Az® pentru k >0 ... Iteratie

Teste de oprire a iteratiei:

1. Test de coliniaritate a doi vectori succesivi:

Vectorii z® si z*Psunt coliniari, dacd rapoartele p, =z*? /2%, z® %0
sunt egale (coordonatele nenule sunt proportionale), sau z*™® =z® =0. In
calculatia practicd, punem conditia | p(i) — o(i,) | < TOL, daci | z* | >TOL; sau,

si avem simultan, |z® |<TOL si |z*?|<TOL. TOL este o toleranti
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specificata; i, este indicele unei coordonate fixate: este convenabil sd ludm

i, = imax = indicele coordonatei de modul maxim din z®**%.

Se introduc atunci, factorii de coliniaritate prin vectorul colin(1: n), definit astfel:

colin i) = z® (imax)/ z% (imax)) ...daca |z*™(i)|<TOLsi|z®(i)|<TOL
At () VRARI)) ... altfel

i=1n

Testul este:

|| colin—colin(imax) || < TOL

Observatie

Test pentru norma-2 (euclidiand):

Daca, pentru normalizarea lui w®, se utilizeaza norma-2, vectorii z% au

norma-2 egald cu 1, si testul de coliniaritate poate lua forma
|z —z® |, <TOL.

O problema speciala apare pentru A reald, daca valoarea proprie dominanta

este reala si negativa, 4, <0, si anume: din

w® = ALZzO = (1) [ax® +r®] si z® =w® /|| w® ||, rezulti ca
vectorul z® schimba de semn de la pasul k la pasul k +1. (Valoarea proprie,
datd de A4 =w 7z nu este afectatd.). Testul de coliniaritate trebuie si

tina cont de aceasta. Astfel, definim,
is = sign(., A4,  dz=z%" —is*z®
Testul corect este
|dz |, <TOL.
|
2. Test asupra lui A:
[teratia se opreste prin conditia

| A - 29 | <TOL
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unde TOL este o toleranta.
3. Test de satisfacere a relatiei de definitie:
| Az—-Az || <TOL
Practic, z=z%, Az® =w®? si 2 =AY Definind
dif =w®® — &z
se pune testul
| dif || <TOL
Observatii:

- In cod, daca valorile anterioare (k) sunt stocate In z0 si LambdaO0, iar

valorile curente (k+1) in z si Lambda, definitia lui dif devine
dif = z - lambdax*zO,
luand z Tnainte de normalizare.
- Vectorul r = Az — Az se zice vectorul rezidual. Astfel, testul se mai scrie
[r]<TOL.

Notza
Testul propriu pentru metoda este Testul 1, intrucat, in esentda, metoda determina
vectorul propriu nr. 1, si apoi determina A, din acesta. Cu Testul 1, se obtin
vectori proprii mai precisi decat cu Testul 2 (la aceeasi toleranta) .
Testul 3 nu este specific metodei puterii, ci poate fi aplicat oricarei metode
iterative pentru valori si vectori proprii. Codurile din Lapack (Bai et al.(2000)),

utilizeaza Testul 3, cu TOL=¢,, | 1|, unde ¢,, este ¢-magina.

In metodele urmatoare, Testul 3 va fi utilizat numai la verificarea sistemului
propriu. Exceptie face metoda puterii, unde, pentru studiu, se poate alege unul din

Testele 1-3. (Alegerea testului se face printr-un cod.)
|

Convergenta:

Convergenta A — A, este liniar, iar rata convergentei este aproximativ | 4,/ 4, |.
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(Acest rezultat are loc in ipoteza metodei | 4, | >| 4, |, cu ipoteza suplimentara: pentru

k >k, , cantitatile (4, /1,)* , i >3, sunt neglijabile in raport cu (4, /4)*.)

Fisiere:

Power-2.f90: subrutina metodei

Main-Power.f90: programul principal

Agen.f90: subrutina de generare a matricii A (n, n).

Maxindex.f90: functie; indicele coordonatei de modul maxim din vectorul  (n).
vNorm.f90: norma-co si norma-2 a unui vector.

wOgen.f90: subrutina de generare a lui w0

work.f90: modul
width.fo0: utilitar

Subrutina metodei este

Power(iter, kodTest, ikod, kodNorm, iter_flag, test_val)

Parametrii:

iter: Numarul maxim de iteratii (intrare) / Numarul efectiv de iteratii (iesire)
kodTest: cod pentru testul de oprire a iteratiei

ikod: cod de tiparire a iteratiilor

kodNorm: codul normei

iter_flag: cod de incheiere a iteratiei (intern).

test_val: valoarea de test.

Nota:

TOL, 1nit s§i lambda Se transmit prin modulul work m

Agen.fo0: se scrie cod pentru generarea matricii A (n, n).

wOgen.f90:  se scrie cod pentru generarea vectorului de start 0.
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Pentru a implini cerinta ca w® si aiba o componenti in directia lui

x® , unele coduri genereaza w'® ca vector aleator.

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date (specificat). Datele de iesire se scriu

n continuarea datelor de intrare.

Datele de intrare sunt:

Titlu: text de max. 80 caractere
n, kodA, kodw0

[Matricea A: daca kodA = 0. Se scrie asa cum e data - pe linii.]
[Vectorul wO: daca kodwO = 0. ]

TOL, Init: toleranta, numarul limita d iteratii.

kodTest, ikod: cod test, cod tiparire iteratii

kodNorm: cod norma

Check_text: cod de verificare.

Semnificatia codurilor:

n:

kodA:

kodwO:

ordinul matricii
0/ 0: citeste A / genereaza A (cu subrutina Agen)

0 /= 0: citeste WO / genereaza w0 (cu subrutina wOgen)

kodTest: <0: Test asupra lui A (Testul 2);

ikod:

1: Test de coliniaritate (Testul 1);

> 2: Test asupra lui || Az — Az || (Testul 3).

0/ #0: Tipareste iteratiile: Da / Nu.

kodNorm: < 1: Norma-infinit; > 2: Norma-2 (euclidiana)

Check_text: text de max. 10 caractere. Primul caracter este semnificativ, anume:

Exemplu:

Cc, c, P, p:seface proba, adica se tipareste vectorul Az — Az.

Exemplu n = 3
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w w NP Ww
w
1NN

check

Guess vector:

1.000000 1.000000
Iteration Current vector
Current lambda
1 0.3713907 0.5570860
2 0.3859738 0.5596620
3 0.3850325 0.5595003
4 0.3850935 0.5595108
5 0.3850895 0.5595102
6 0.3850898 0.5595102
7 0.3850898 0.5595102

Iteration No. 7:

Last test value is:

Lambda-1

Tolerance on "z

0.000000

(dominant eigenvalue) :

Eigenvector #1:
(1) 0.3850898
(2) 0.5595102
(3) 0.7339306

Check: A*y -lambda*y

-1.4137129E-08
1.4959278E-07
3.1332269E-07

O O O O o o o

met.

1.000000

. 7427813
.7333503
. 7339682
. 7339282
.7339308
. 7339306
. 7339306

9.623475

12.00000

9
9
9.
9
9
9

.500000
.631579
622951
.623509
.623473
.623475
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Maximum difference (in modulus) = 3.133E-07
Coordinate # 3

Power_Complex

Metoda puterii — pentru o matrice complexa.

Metoda:

Este cea descrisa la Power.

Convergenta:

Ipotezele sunt aceleasi ca la Power. In particular, nu se obtine convergenti, pentru o

matrice reald la care | 4, | =| 4, | — de exemplu, cand 4,, 4, sunt complex conjugate.

Fisiere:
Agen_complex.f90; Main-Power_complex.f90; Maxindex_z.f90;

Power_Complex&Eps.fo0; vNorm.f90; width.f90; work_complex.f0;

Semnificatia fisierelor si rutinelor — aceleasi ca la Power.
Subrutina metodei:

Power_Complex(iter, kodTest, ikod, kodNorm, iter_flag, test_val, test_val_min)

Semnificatia parametrilor — ca la Power. Parametrul test_val_min returneaza valoarea

minima de test, in cazul cand nu este atinsa toleranta TOL.

Datele de intrare — sunt datele la Power, cu deosebirile:

- AsiwO0: sunt date complexe; pentru A si w0 reale, se introduc date reale.
- ikod: Pentru ikod = 2: se tiparesc si valorile epsl=A/| 4|, si epsl*z0,
unde z0 este z_anterior. (Aceste valori servesc la studiul convergentei:

avem z% ~epsl-z®P).

Exemplu:
Exemplu n = 3. Val. proprii: 15.38; -10.63; -0.75
3 0 0
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(1,0) (1,-7) (0,-1)
(1,7) (5,0) (10,-3)
(0,1) (10,3) (-2,0)
(1,0) (1,0) (1,0)

1.E-7 50

1 0

1

ch

n

Iteration No. 44: Tolerance on "z" met.

Current Test value is: 1.4587842E-08

Lambda-1 (dominant eigenvalue) : 15.37663 -0.1718582E-06

Eigenvector #1:

(1) 0.1880912 -0.5012191
(2) 0.9789736 0.2039873
(3) 0.5570123 0.2972317

Check: A*z -lambda*z

(3.3876418E-08,-4.6645388E-07)
(-6.6803612E-09,1.2591090E-07)
(-8.2114104E-07,-1.4940717E-08)

Maximum difference (in modulus) =-8.211E-07 -1.494E-08
Coordinate # 3

Inverse_Power_Shift

Metoda puterii inverse cu translatie (shift) — matrice reala, cu valori proprii reale.

Metoda:

Fie matricea A, cu valorile proprii 4;, j =1,n. Metoda géaseste valoarea proprie 4; a

lui A, cea mai apropiatd de un numar dat S. Se considera matricea

B=A-sl
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si presupunem ca B este nesingulara. Se verifica imediat ca valorile proprii ale lui B

sunt u; = A; —s. Cantitatea s zice deplasare (shift).
Fie 4 = A, —s, valoarea proprie de modul minim a lui B, adica:
O<[ug|<e<]|uyl, pentruj#i.

Atunci, metoda puterii aplicata lui B™* produce valoarea proprie de modul maxim,

adica v, =1/ ;. Avem y, =1/v,, si

Principala aplicatie a metodei este de a gasi vectorul propriu, dacad este cunoscuta o
aproximatie buna a valorii proprii, sa zicem /{i . (Aceasta poate fi furnizata de o

metoda n care se determind numai valorile proprii — nu §i vectorii proprii.)

Se aplica metoda puterii inverse, cu deplasarea S = /ii . Chiar daca /ii este apropiatd
de A, matricea B=A - ﬂ;l este inca nesingulara, si se obtine o buna aproximatie a
vectorului propriu x®.

Metoda iteratiei inverse cu deplasare, este una dintre cele mai precise metode pentru
calculul vectorilor proprii.

Algoritmul practic, este urmatorul:

Iteratia din metoda puterii, aplicata la matricea B, este w** =B™z®_ Tnlocdea

inversa B, calculam w®* din sistemul liniar Bw®*™ =z® prin descompunere LU.
actorizarea se face o singura data, si sistemul se rezolva succesiv cu membrii drepti
Fact fi gura data, si sistemul \ brii drep

z® k>0.

Nota: Pentru testare, Inverse_Power_Shift ofera si varianta iterarii directe cu B™ m

Fisiere:
LU_Shift.f90: subrutina metodei — algoritmul precedent.
Inverse_Shift.f90: subrutina metodei — iterare directa cu matricea B™.

Main-InversePower_Shift.f90: programul principal
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apvt-LU.f90; compute_a_ii.f90;; LUdecomp.f90; LUsolve.f90; swap_row.fo0:

semnificatiile de la descompunerea LU.

Agen.f90; Maxindex.f90; wOgen.fo0; width.f90; work.f90: aceleasi semnificatii ca la
metoda puterii.

vNorm2.f90: norma euclidiand a unui vector v (n).

Subrutinele metodei:
LU_Shift(iter, kodTest, kodPrint)
Inverse_Shift(iter, kodTest, kodPrint)

Parametrul iter: Numarul limita de iteratii (intrare) / Numarul efectiv de iteratii

(iesire). Pentru ceilalti parametri, v. codurile de mai jos.

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date (specificat). In acesta se scriu si
datele de iesire.
Datele de intrare sunt:

- Titlu: text de max. 80 caractere

- n, kodA, kodw0

- [Matricea A: daca kodA = 0. Se scrie asa cum ¢ data - pe linii.]

- [Vectorul wO0: daca kodw0 =0 ]

- ns: Numar de aproximatii S, ale valorilor proprii

- Aproximatiile s: “ns” valori.

- kod_met: codul metodei

- TOL, Init: toleranta, numarul limita de iteratii.

- kodTest, kodPrint: cod test, cod tiparire iteratii si vectori reziduali.

- Check_text: cod de verificare.

Semnificatia codurilor:

n: ordinul matricii

kodA: 0/ #0: citeste A/ genereaza A (cu subrutina Agen)



135

kodwO:  0/=0: citeste w0 / genereaza wO (cu subrutina wOgen)
kod_met: 0/=0: iterare cu B™* / descompunere LU.
kodTest: 0/=0: Test asupra lui A/ Test de coliniaritate.

kodPrint: 0/ 1/ 2: Tipareste: Nimic / Vectorii reziduali Az — Az / Iteratiile si
vectorii reziduali. Vectorii reziduali se tiparesc numai daca este ceruta

proba — v. codul Check_text.

Check_text: text de max. 10 caractere. Primul caracter este semnificativ, anume:
C, c, P, p:Se face proba, adica se verifica Az — Az ~0. Se scriu:
- coordonata de modul maxim din Az — Az (maximul pe toti vectorii
2);

- indicele vectorului, si indicele coordonatei.

Exemplu:

Se considera exemplul de la Power. Acesta este un caz special: matricea este

singulara, si deci exista o valoare proprie egala cu 0. Luam ca aproximatii s valorile 9,

-1, s10.01. Fisierul de intrare / iesire este:
Exemplu n = 3

3 0 0

123

2 3 4

345

1E-7 50

R PO W

Shift #1: test val: 0.0000000E+00

Iteration No. 7

Eigenvalue: 9.623475
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Eigenvector:

(1) 0.3850898
(2) 0.5595102
(3) 0.7339306

Shift #2: test val: 0.0000000E+00

Iteration No. 8
Eigenvalue: -0.6234753

Eigenvector:

(1) 0.8276709
(2) 0.1424137
(3) -0.5428436

Shift #3: test val: 0.0000000E+00

Iteration No. 18

Eigenvalue: 0.5871054E-07

Eigenvector:

(1) -0.4082482
(2) 0.8164966
(3) -0.4082483

Check: A*z -lambda*z
Maximum difference (in modulus) = 2.429E-07

Eigenvector # 1; Coordinate # 1.

Inverse_Power_Complex

Metoda puterii inverse cu translatie (shift), pentru o matrice complexa.
In particular, o matrice reala care are (si) valori complexe.

Metoda: cea de la Inverse Power Shift.
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Fisiere:
LU_Shift_Complex.f90: subrutina metodei — algoritmul cu descompunerea LU.
Inverse_Shift_Complex.f90: subrutina metodei — iterare directd cu matricea B™.

Main-InversePower_Complex.f90.f90: programul principal

Hermitian.f90: functie logica; adevarat — matrice hermitiana; fals — Tn caz contrar.

apvt-LU_z.f90; compute_a_ii_z.f90; LUdecomp_z.f90; LUsolve_z.f90;;

swap_row_z.f90: semnificatiile de la descompunerea LU_Complex.

Agen.f90; Maxindex_z.f90; wOgen.fo0; width.f90; work.f90: aceleasi semnificatii ca la
metoda puterii.

vNorm2.f90: norma euclidiand a unui vector real, si a unui vector complex, v (n).

Subrutinele metodei:

LU_Shift Complex(iter, kodTest, kodPrint, kodLU, test val)

Inverse_Shift_ Complex(iter, kodTest, kodPrint, kodLU, test_val)
Semnificatiile parametrilor:

iter, kodTest, kodPrint: aceleasi semnificatii ca la Inverse_Power_Shift.
kodLU: cod descompunere LU; 0: 0.k.; < 0: pivot < prag.

test_val: valoarea de test (comparata cu toleranta); aceasta depinde de kodTest.

Fisierul de date:

Are aceeasi structura ca fisierul de date de la Inverse_Power_Shift, cu particularitatea
ca: matricea A, vectorul w0, si aproximatiile S — sunt acum, valori complexe. Daca A
este reald, se pot introduce valori reale; pentru vectorul wO trebuie insa introduse
valori complexe.

Nota: Aproximatiile s trebuie sa fie suficient de apropiate de valorile proprii.

Exemplu:

Exemplul de la Power_Complex. Matricea este hermitiana si are valori proprii reale.

In rezultate, partea complexa a valorilor proprii este de ordinul 107 ...10°®.
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Fisierul de intrare / iesire este:
Exemplu-2

3 0 0

(1,0) (1,-7) (0,-1)
(1,7) (5,0) (10,-3)
(0,1) (10,3) (-2,0)
3*(1,0)

(15.,0.) (-10.,0.) (-0.7,0.)

Matrice hermitiana.

Shift #1:

Iteration No. 6

Eigenvalue: 15.37663 -0

Eigenvector:

(1) 0.1448912 -0.3861009
(2) 0.7541264 0.1571365
(3) 0.4290796 0.2289648
Shift #2:

Iteration No. 9

Eigenvalue: -10.63025 0
Eigenvector:

(1) -0.2537639 0.1906199
(2) 0.4263011 0.4526095
(3) -0.3145403 -0.6432296

Shift #3:

.2939753E-07

.5430218E-07
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Iteration No. 6

Eigenvalue: -0.7463716 0.9294398E-08
Eigenvector:

(1) 0.699%6646 0.4895611

(2) 0.5348870E-01 -0.1309672

(3) 0.3495674 -0.3585925

Check: A*z -lambda*z
Maximum difference (in modulus) =-2.951E-07 -7.384E-07
Eigenvector # 2; Coordinate # 2.

Sim_lter

Metoda iteratiilor simultane — matrice hermitiana.

Metoda:
Aceasta este 0 extindere a metodei puterii pentru 0 matrice A hermitiana (in
particular, reala si simetrica). O astfel de matrice, are valori proprii reale.

Presupunem, mai mult, ca valorile proprii sunt de module distincte:

|4 > A > >4, |

n loc de un vector de start w(®, se utilizeaza o matrice de start , ale carei coloane
sunt vectorii de start: W@ =[w® i w©®? ;i w©@™],

Daca matricea A este nxn, W este nxm, unde m <n. Vectorii de start w©?
trebuie sa fie liniar independenti. Metoda de bazd ramane inmultirea la stdnga a lui
W cu matricea A, adica, W*™ = AW® k >0. Inainte de fiecare etapi a iteratiei,
matricea curentd W este ortogonalizata prin procedeul Gram-Schmidt, astfel incat
coloanele ei w'¥ devin vectori ortonormati (ortogonali, si avand norma euclidiana
unitara). Astfel, vectorii w'? formeazi o bazi ortonormata a sub-spatiului m-

dimensional al lui R", sub-intins de vectorii initiali w®? . In cursul iteratiei, aceasta
baza se aliniaza din ce in ce mai mult la baza vectorilor proprii ai lui A, directia

wD — directia X'V, j =1. Valorile proprii se evalueaza prin catul Rayleigh. Iteratia
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se Incheie cand se atinge o tolerantd convenabila, privitor la directiile a doua baze

succesive {w'"}. Daca matricea de start W'® are m < n coloane, se obtin primii m

vectori proprii. Pentru m = n, adici W este nxn, se gisesc toti vectorii proprii.

Algoritmul:
Se cere un numir ne < n de vectori proprii. W si W sunt matrici nxne.

1. Se defineste matricea W : daci o aproximare initiald a vectorilor proprii nu
este cunoscutd, se ia W@ =[e® 1 e® | . 1 e™], adica, W este formati

din primele ne coloane ale matricii unitate I. Pentru ne =n, W@ =1,

2. Se aplica Gram-Schmidt la W® (cu exceptia cazului in care aceasta este deja

ortonormata). Se atribuie W = W®©
3. Initializare contor: iter =0
4. Tlteratii: iter = iter +1;
Atribuire: W@ =W (W = matricea curenti; W'® = matricea anterioara.)
5. Se calculeaza W =AW,
6. Se calculeaza 4, ] =1, ne, prin catul Rayleigh:
Fie w si w®? aj-a coloani a lui W si W@, respectiv; avem
A =< WO Wi >
(W(j) =AW _ pasul 5;81 <w® w9 > =1 _ Pasii 2 si 4.)
7. Se aplica Gram-Schmidt la W , astfel ca W devine ortonormata.
8. Se verifica atingerea tolerantei TOL:
Prin testul de coliniaritate — 1.3, 1: se defineste colin(n) pentru fiecare vector

z=WC(, je), si test _val = max || colin—colin(imax) ||.

je=l,ne

(Intrucét z sunt normalizati, testul se poate pune si sub forma din 1,

Observatie.)

- Daca | test_val || <TOL, iesire din iteratie.



141

- Altfel, GOTO 4.
Observatii
- Se poate prescrie un numar limita de iteratii Init: atunci, se adauga la Pasul
8 un test iter < Init.
- Pasul 6 se poate realiza numai o singura data, dupa ce s-a iesit din iteratie.
[
Observatii

1. Valori proprii de acelasi modul

Intrucat metoda iteratiilor simultane este in esenta metoda puterii, nu se obtine

convergenta pentru vectorii proprii, daca exista valori proprii de modul egal.
2. Matrici non-hermitiene

Daca aplicam algoritmul de mai sus unei matrici non-hermitiene, nu vom obtine
convergenta pentru vectorii proprii, cu exceptia vectorului propriu corespunzand
valorii dominante A, (pentru care, metoda revine la metoda puterii). Aceasta se
intampla deoarece ipoteza esentiald a metodei este ca vectorii proprii formeaza o
baza ortogonala — si procedeul Gram-Schmidt forteaza ca, la fiecare pas K, vectorii
w® D 53 fie ortogonali.

Totusi, daca valorile proprii sunt de module distincte, atunci vectorii proprii sunt
liniar independenti, si se obtin aproximatii foarte bune pentru valorile proprii.
Vezi Exemplu-2. Explicatia este ca, procedeul Gram-Schmidt furnizeaza un set
de vectori {w‘"} liniar independenti (ortonormati), iar valorile proprii sunt
calculate cu catul Rayleigh — care da aproximatii bune ale valorilor proprii chiar
cu aproximatii grosiere pentru vectorii proprii.

Valorile proprii gasite pot fi utilizate ulterior, in metoda puterii inverse cu

translatie, pentru a obtine vectorii proprii pentru valorile 4,, 1>2.

Fisiere:

Sim_lter.f90: subrutina metodei

Main-Sim_Iter.f90: programul principal

Gram_Schmidt_Complex.f90: ortogonalizare Gram-Schmidt
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Herm&Sim.f90: 2 functii logice — pentru a recunoaste o matrice hermitiand, respectiv
complexa si simetrica.
Maxindex z.190: functie; indicele coordonatei de modul maxim 1n vectorul complex
v (n).
Agen.f90: subrutina de generare a matricii A (n, n).
WO0gen.f90: subrutina de generare a matricii W0 (ne, n) . Codul actual genereaza
primele
ne coloane ale matricii unitate.
vNorm.f90: norma unui vector complex v (n)
work.f90: modul
width.f90: utilitar

Subrutina metodei:
Sim_Iter(iter, kodTest, kodPrint, iter_flag, test_val)

Semnificatiile parametrilor sunt aceleasi ca la metoda puterii (kodPrint: ca si ikod).

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date (specificat). In acesta se scriu si
datele de iesire. Datele de intrare sunt:

- Titlu: text de max. 80 caractere

- n, ne, kodA, kodw0

- [Matricea A: daca kodA = 0. Se scrie asa cum e data - pe linii.]

- [Vectorul wO0: daca kodw0 =0 ]

- TOL, Init: toleranta, numarul limita de iteratii.

- kodTest, kodPrint: cod test, cod tiparire iteratii si vectori rezidualli.

- Check_text: cod de verificare.

Semnificatia codurilor:
n: ordinul matricii A

ne: numarul de coloane ale matricii WO (numarul de vectori si valori

proprii de calculat)

kodA: <0/=0: citeste A / genereaza A (cu subrutina Agen)
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kodA < 0: matrice hermitiana — se introduce triunghiul superior

(programul completeaza triunghiul inferior).

kodA = 0: matrice generald — se introduce intreaga matrice.
kodwO:  0/=0: citeste w0 / genereaza wO (cu subrutina wOgen)
kodTest: <0/>1: Test asupra lui A/ Test de coliniaritate.

kodPrint: 0/ 1/ 2: Tipareste: Nimic / Vectorii reziduali Az — Az / Iteratiile si
vectorii reziduali. Vectorii reziduali se tiparesc numai daca este ceruta

proba — v. codul Check_text.

Check_text: text de max. 10 caractere. Primul caracter este semnificativ, anume:
C, c, P, p:Se face proba, adica se verifica Az — Az ~0. Se scriu:
- coordonata de modul maxim din Az — Az (maximul pe toti vectorii
2);

- indicele vectorului, si indicele coordonatei.

Exemplu-1:
Matricea este hermitiana (se poate pune KodA < 0, si introduce numai triunghiul

superior). Ca varianta, s-a introdus intreaga matrice — luand kodA = 0.

Exemplu-1. Matrice hermitiana.

3 3 0 1
(1,0) (1,-7) (0,-1)
(1,7) (5,0) (10,-3)
(0,1) (10,3) (=2,0)
le-7 50

1 0

ch

Matrice hermitiana

Iteration No. 46: Tolerance on "W" met.

Test Value is: 3.542E-08

Eigenvalues:
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1 15.37663 -0.2587173E-07
2 -10.63025 0.2952792E-07
3 -0.7463716 -0.9538131E-08
Eigenvectors:
1 2
0.4123923 -0.6783551E-08 -0.4174030E-01 0.3146264
0.1178387 0.7612572 0.6216292 0.1285194E-01
-0.6361333E-01 0.4821696 -0.6793670 -0.2261424
3
0.1378377 0.8427345
0.1311176 -0.5311906E-01
0.5007854 -0.5747215E-07

Check: A*z -lambda*z
Maximum difference (in modulus) =-7.843E-07 1.134E-08
Eigenvector #1; Coordinate # 1.

Exemplu-2:

Matrice non-hermitiana — ilustrarea Observatiei 2, de mai sus.

Reproducem numai rezultatele pentru valorile proprii, si verificarea pentru vectorul
propriu nr. 1. Vectorii proprii 2-4 nu sunt determinati corect. Pentru a-i calcula, se va
utiliza metoda iteratiei inverse cu translatie, luand ca aproximatii valorile proprii

calculate 2-4.

Exemplu (Westlake). Val. proprii: (1,5); (2,6); (3,7); (4,8)
4 0 0 1
(5.0,9.0), (5.0,5.0), (-6.0,-6.0), (=7.0,-7.0)
0,3.0), (6.0,10.0), (-5.0,-5.0), (-6.0,-6.0)
(2.0,2.0), (3.0,3.0), (-1.0,3.0), (-5.0,-5.0)
0,1.0), (2.0,2.0), (-3.0,-3.0), (0.0,4.0)

14

le-6 200
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ch

Matrice generala

Iteration No. 169: Tolerance on "W" met.

Test Value 1is: 6.482E-07

Eigenvalues:

1 4.000000 8.000000
2 2.999998 6.999999
3 2.000001 6.000000
4 0.9999999 5.000003

Check: A*z -lambda*z

Eigenvectors:

1
(3.9152843E-07,-6.0862516E-07)
(2.4125961E-07,-9.3978620E-08)
(3.2940940E-07,-2.9458778E-07)
(1.3913922E-07,-1.3633637E-07)

Jacobi

Metoda Jacobi — matrice reala simetrica.

Metoda:

Metoda Jacobi este o metoda convenabild pentru a gasi toate valorile proprii si
vectorii proprii ai unei matrici reale si simetrice, de ordin moderat. Determinarea
vectorilor proprii este optionala.

Fie A o matrice reala si simetrica. Daca N este 0 matrice nesingulara, atunci matricea
A =N"AN este similari cu A, si are aceleasi valori proprii (bara nu noteaza acum

conjugata). Vectorii proprii x ai lui A, sunt legati de vectorii proprii X ai lui A, prin:
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x = NX. (Vezi Problema de valori proprii — sumar, mai sus).

Sa presupunem acum, ci N este unitard, adica N> =N" . Matricea A devine
A=N"AN

Notati cd A este de asemenea simetrica.

Diagonalizarea lui A:
Sa presupunem ci N este aleasa astfel incat A sa devina diagonald:

A =NT"AN =diag(a;)
Pentru matricea A, avem proprietitile:

1) Valorile proprii ale lui A sunt elementele diagonale: A =a,

2) Vectorii proprii ai lui A sunt coloanele matricii unitate I: X =e® (unde

(i —
e’ = 5”. ).
In consecinta, rezulta pentru A:

- Valorile proprii ale lui A se gasesc pe diagonala matricii A.

- Vectorii proprii ai lui A sunt coloanele matricii N.

Diagonalizarea Jacobi:
Metoda Jacobi consta in transformari unitare (sau, ortogonale) aplicate succesiv lui A,

pana la obtinerea unei forme aproape diagonale. Anume, daca N, sunt matrici unitare,
matricea A se transforma cum urmeaza:

N T

A, =N, AN,

Az = NzTﬂlNz = (NzTNlT )A(NlNZ)
A =NA_N, =(NN,,"...N;DAN,N,...N,)

Daci matricea A, este aproape diagonald, adici, elementele non-diagonale sunt

aproximativ zero, luam

Ax~A, =N"AN
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unde
N=N,N,...N,

Fiecare transformare N, se alege astfel ca sa elimine o pereche de elemente non-

diagonale (sd zicem a, si a,, —la pasul i). O astfel de matrice are structura:

1
1
cosa —sina ..(p)
N, = ‘
1

sina cosa (o)
. 1_

(p) ()

Elementele nescrise sunt zero (cu exceptia diagonalei principale unde acestea sunt
unu).
Transformarile N, se aplica succesiv, fiecare dintre ele eliminand elementul non-

diagonal a_,, de modul maxim. Principala proprictate a unei astfel de transformari

pq
este cd produsul N7 AN. modificd numai elementele lui A din liniile si coloanele p si
g.

Unghiul « se alege astfel incat

apq=o

Noile elemente diagonale, sunt date de formulele:

. 1 a,,—2a a
r=\/4apq2 +(a,, —8,)° 5 sina=+|>-— 9 cosg=—P1;
2 2r rsina

a, = (app +ay, + r

1
2

= 1

8qq f(app T 8gq ~ r

Pentru detalii, v. Cap. 5-11, 2.
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Consideratii de programare
Stocajul matricii:
Se lucreaza cu triunghiul superior al lui A, astfel incat, dupa diagonalizarea lui A,

elementul (1,1) contine A, etc. Triunghiul superior este stocat in vectorul

a (n*(n+1) /2), In ordinea coloanelor, adica:

a=[ay 1@, 8y id; @ pi...08, 8, ... a,]

Adresa elementului (i, j) este data de urmatoarea functie:

Loca(i, J))=(j-D*j/2+i

Tn particular, elementul diagonal (i, i) are adresa Loca(i,i) = (i +1)*i/2. Dupi ce s-a
efectuat o transformare, matricea curenti A este stocati in acelasi vector a.

Strategia de eliminare:

Aceasta este cautarea completa, adica: se cauta in toata matricea A (concret, in
vectorul a), elementul non-diagonal de modul maxim. (Pentru alte strategii, v. Cap. 5-
1, 2.)

Elementele non-diagonale se considera zero, daca sunt mai mici (in modul) decat o
toleranta TOL.

Fisiere:

Jacobi.f90: subrutina metodei

Main-Jacobi.f90: programul principal

Agen.fo0: subrutina de generare a triunghiului superior al matricii A (n, n) ; stocat
pe coloane, in vectorul ag (n* (n+1) /2).

Loca.f90: functie; adresa elementului a (i, 7) Tnvectorul ag.

work.f90: modul

width.fo0: utilitar

Subrutina metodei:
Jacobi(kodVP, kodl, iter, amax)
Parametri:



149

kodVP: v. mai jos
kodlI: v. mai jos, kodPrintJ.
iter: Numarul limita de iteratii (intrare) / Numarul efectiv de iteratii (iesire).

amax: Elementul non-diagonal de modul maxim, din A.

Fisier de date (intrare/iesire):
- Titlu: text de max. 80 caractere
- n, kodA, kodPrintA
- [Matricea A: daca kodA = 0. Se introduce triunghiul superior, pe linii.]

- TOL, kodPrintJ: toleranta pentru elementele non-diagonale; cod de
tiparire
a iteratiilor.

- kodVP: cod pentru calculul vectorilor proprii

Check_text: cod de verificare.

Semnificatia codurilor:

n: ordinul matricii A
kodA: 0/ 0: citeste A / genereaza A (cu subrutina Agen).

kodA = 0: Se introduce triunghiul superior al matricii, scris pe linii.
(Programul completeaza triunghiul inferior, pentru o matrice

hermitiana.)
kodPrinA: 0/ 0: Nu / Da — Tipareste matricea A (triunghiul superior).
kodPrinA = 0 se utilizeaza pentru a tipari o matrice generata.
kodPrinJ: 0/ 0: Nu/ Da — Tipareste transformarile succesive ale matricii A.

Check_text: Text de max. 10 caractere. Primul caracter este semnificativ, anume:
C,c, P,p, F,f:Seface proba, adica se verifica Az—1z~0. Se
scriu:
- coordonata de modul maxim din Az — Az (maximul pe toti vectorii
2);

- indicele vectorului, si indicele coordonatei.
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Pentru r sau f: se scrie si fiecare vector rezidual Az — Az .

Nota:

Proba se face numai daca se cere calculul vectorilor proprii (kodVP =
0).

Exemplu:

Ex. Jennings - p. 260

4 0 O
1 -3 -2 1
10 -3 6
3 -2
1
le-7 O
1
ch

Iteration #18:

Maximum off-diagonal: 0.000000
Eigenvalues
1) 14.32951
2) 4.456960
3) -0.3713751
4) -3.415091
Eigenvectors' Matrix
0.1219755 0.5795794 -0.4442457 0.5563881
-0.8748031 -0.2025671 0.2595736E-02 0.4706312
0.2856186 -0.6127338 -0.5624290 0.1803400
-0.4274252 0.1705392 -0.5079207 -0.6839256
Check: A*y -lambda*y
Maximum difference (in modulus) =-7.133E-04

Eigenvector #1; Coordinate # 4.
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m
Observatie

Utilizand InversePower_Shift cu aproximatiile initiale 14.3, 4.46, -0.371, -3.42

(valorile Jacobi cu 3 cifre semnificative corecte), w® =(1,1,1,1), si toleranta

1E-7, se gasesc rezultatele:

- Aceleasi valori proprii nr. 1 si 3; valorile nr. 2 si 4 diferd cu o unitate, in a

7-a cifra semnificativa.

- Verificarea este;: Maximum difference (in modulus) = 5.895E-
07

Se poate conchide ca metoda Jacobi da rezultate foarte bune pentru valorile

proprii, i rezultate mai putin precise pentru vectorii proprii.

QR.

Algoritmul QR — matrice reala.

Metoda (sumar) .

QR este unul din cei mai utilizati algoritmi pentru a determina toate valorile proprii
ale unei matrici.. Tn numele metodei, Q desemneaza o matrice ortogonala, iar R 0

matrice superior-triunghiulara (R vine de la right-triangular).
Consideram 0 matrice reald nesingulara A, simetrica sau nu.
Esenta algoritmului QR rezida in urmatoarea proprietate:

Dacia A este factorizata in produsul A = QR unde Q este nesingulara, atunci
considerand produsul in ordine inversa, fie A’=RQ , aceastd matrice are

aceleasi valori proprii ca si A, fiind similarda cu A m
Intr-adevar, avem R=Q'A,si A’=Q'AQ.

Algoritmul QR realizeaza factorizari succesive ale sirului de matrici { A, }, unde

A, = A, definite de:

Al = QlRl; Az = R1Q1;
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Az :Qsz; A; =R,Q;;

Ak :QkRk ; Ak+1 = Rka;

Matricile A,,si Q,,R,, au urmatoarele proprietati:
1) Toate A, au aceleasi valori proprii ca i A.
2) Daca A este simetricad, sau tridiagonald, sau A are forma Hessenberg
superioara, matricile A, vor pastra aceste forme.
3) Fie Q, =Q,Q,...Q,, atunci (prin inductie): A,,, =Q, "A,Q, .
4) Fie R, =R, ...R,, atunci: Q,R, =(A))"

Algoritm:

Algoritmul parcurge urmatoarele etape:

l. Reducerea lui A la forma tridiagonala daca A este simetrica, sau la forma

Hessenberg daca A este nesimetrica.

Il. Reducerea lui A la forma triunghiulara, sau bloc- triunghiulara (v. mai
jos).

1. Descompunerea QR.
Algoritmul QR propriu-zis, consta in Etapele II si I11.

a) Etapa I se realizeaza inainte de algoritmul QR pentru a aduce matricea A la o

forma mai simpla, si a reduce astfel efortul de calcul.

b) Etapa II se realizeaza prin premultiplicare cu matricea Householder P, , cum

urmeaza:
A =PA

A, =P,A, =P,P.A
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Matricea A, , are forma triunghiulara si este matricea R.

Intr-adevir: Sa notam Q=P,P,...P._,,avem A_, =Q"A. Q este 0 matrice
ortogonald, deci avem QA, ;, = A. Cum Q este ortogonald si A, , este
superior triunghiulara, urmeaza ca R=A_ ;.

u

Atunci, Etapele II si III se realizeaza prin urmatorii pasi de iterare:

1) Pune A® =A

- Triangularizeaza A®:

AP =PYA; AP =PPAL; 5 AY, =PY AL,

- La sfarsitul pasului, avem:

RO=AD:  QU=pOPY . PY.

2) Calculeazi A® =R®Q®

- Triangularizeazd A®:

2 2 2). 2 2 2) . . 2 2 2
AP =pPA®; AP =pPPAD; . A® =PBAY,

- Pune:
R® =A%; Q¥ =pPPPP . ..PA.
k) Calculeaza A® =R&DQ*™Y (k>2)

- Triangularizeaza AY:

k k k) . k k k) . . k k k
AP =pPOAL AY =PPAN; . AL =PXAY,
- Pune:

k k) . k k k k
R® =AY; QYW =ppPH...PY
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Calculatia continud pand cand elementele triunghiului sub-diagonal in A%, sunt

aproximativ zero. Atunci, valorile proprii sunt pe diagonala lui A%),. Mai precis:

Daca A are valori proprii de module distincte, avem:

a) Daca A este simetrica, atunci toate elementele non-diagonale vor fi
aproximativ zero. Reamintim ca o matrice simetrica are numai valori proprii

reale.

b) Daca A este nesimetrica si are numai valori proprii reale, calculatia se termina

cand toate elementele sub-diagonale sunt aproximativ zero.

Daca A (nesimetrica) are o pereche de valori proprii complexe (conjugate), pe
diagonald raman submatrici blocuri 2x2, ale caror valori proprii sunt perechea de

valori proprii conjugate ale lui A.

Convergenta:
- Daca A este o matrice reala (simetrica sau nu) si are valori proprii de module
distincte, atunci matricile A% produse de algoritmul QR converg spre o
matrice superior triunghiulara, pe diagonala careia se gasesc valorile proprii

ale lui A.

- Daca A are o valoare proprie A de multiplicitate m, atunci A® inca converg la
matrice superior triunghiulara, cu exceptia unui bloc diagonal de ordinul m, ale

carui valori proprii au modulul egal cu |A|.

Algoritmul QR cu deplasare:

Presupunem ca A are valori proprii de module distincte | A, |>| 4, |>... >| 4, |>0.

Se aratd ca viteza de convergenta la zero a elementelor sub-diagonale, si cea de

convergenta la valorile proprii a elementelor diagonale, depind de rapoartele
(A, 1A, 1<i<n-1.

Daca doua valori proprii A4; si 4;,; sunt apropiate una de alta, convergenta va fi

inceatd. Atunci, se utilizeaza urmatoarea tehnica pentru a accelera convergenta. Se



aplica o deplasare s, la valorile proprii (acestea devin A, —s, ), la fiecare etapa k.

Adica, punem

A =A,si
AW _g | =QWRW,

(k+1) _ pK)y (k)
AKD — ROQ®M 4 g |

Exista doua strategii pentru a alege deplasarea s, (s, esto aproximatie a lui A,):

1) s =a®

2)

3)

nn

Pentru 0 matrice simetrica (reald), aceasta strategie asigura o convergenta

cubica, chiar in prezenta unor valori proprii multiple (Wilkinson, (1965)).

Se calculeaza valorile proprii ale submatricii 2x2 cea mai de jos din A®:

—1,n— n-1,n
(k) (k)
an,n—l ann

Daca valorile proprii sunt reale, se alege:

s, = valoarea proprie care este cea mai apropiatd de al).

Daca valorile proprii sunt complexe, se ia:

S, = partea reala a valorii proprii.

Experimentele numerice au condus la o a treia strategie, i anume:

s, =min(al®), i=1n

Pentru unele matrici simetrice, aceasta strategie se dovedeste cea mai buna,

conducand la un numar mai mic de iteratii, $i 0 eroare mai mica in Ay — Ay.

Algoritm si cod

Programul calculeaza sistemul propriu (valori §i vectori proprii), in succesiunea

urmatoare:

Transformarea preliminara a matricii A (Optional).

I1. Valorile proprii, prin reducerea matricii la forma bloc-triunghiulara.

155
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III. Vectorii proprii (Optional).

Se calculeaza, mai intdi, vectorii proprii ai matricii bloc-triunghiulare. Acestia se

aduc, prin transformarea de similaritate, la vectorii proprii ai lui A.

I'V. Rafinarea sistemului propriu prin iteratie inversa (Optional; numai in cazul cand s-

a ales optiunea de calcul a vectorilor proprii).
V. Verificarea sistemului propriu (Optional):

Precizia sistemului propriu se verifica prin listarea erorii maxime (in modul), in

Ay — 1y (unde A este valoarea proprie, iar y vectorul propriu asociat cu A4).

Datele se citesc dintr-un figier de date. Rezultatele sunt scrise in acest fisier, n

continuarea datelor de intrare.

Codul este scris in dubla precizie.

Detalii de implementare

1. Introducerea matricii

Matricea A se defineste in unul din urmatoarele moduri:

- Citita din fisier

- Generata (de subrutina Agen)

Citirea se poate face, conform unui cod, astfel:

- Matrice simetrica: triunghiul superior

- Matrice generala: completa, pe linii si coloane

- Matrice generala: elementele nenule (indice linie, indice coloand, element).
Nu este implementata citirea sau stocarea de matrici banda.

2. Etapa | — Transformari preliminare

Conform unui cod, matricea data se poate aduce la una din formele:
- Tridiagonala (superioard): numai pentru o matrice simetrica
- Hessenberg (superioard): matrice generala

- Forma data: nu se face nici o transformare preliminara
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Codul auto comanda forma tridiagonala pentru o matrice simetrica, si forma

Hessenberg — pentru o matrice generala.

3. Etapele I, 11l — Iteratia OR

Iteratia QR se face cu deplasare, si este implementata in conformitate cu
algoritmul de mai sus. Sunt implementate cele trei strategii, pentru alegerea
deplasarii s, ; strategia se alege printr-un cod.

Se prescriu:

-  Un numar limita de iteratii, Init

- Toleranta eps pentru forma bloc-triunghiulara

- Toleranta eps_lambda pentru valorile proprii (v. mai jos)

Iteratia QR este oprita daca una din conditiile 1-4 de mai jos este indeplinita:
1. S-aatins Init.

2. S-a obtinut forma bloc-triunghiulara.

3. S-a atins toleranta eps_lambda pentru doua seturi succesive de valori proprii.

Forma bloc-triunghiulara se considera obtinuta, daca urmatoarele doua teste sunt

satisfacute:

| Max_Sub _Sub|<eps_sub €))
| Max _ Left Diag |<eps _left, (b)
unde:

Max _ Sub _ Sub este elementul sub-sub-diagonal de modul maxim, iar jmax este

linia pe care se atinge maximul (elementele sub-sub-diagonale din coloana j sunt

a(l, ), = j+2,n; maximul se cauta pentru j =1,n-2);
eps _sub=eps|a(jmax, jmax) |

Max _Left Diag este elementul stang-diagonal de modul maxim, iar Imax este

linia pe care se atinge acest maxim (elementul stang-diagonal de pe linia | este
a(l-1,1));

eps _left =eps(] a(lmax —1,Imax —1)+ | a(Imax,Imax) |).
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Nota: Factorii lui eps sunt tipariti de program.

Observatii:

- Testul (a) este indeplinit (dupa cel putin o iteratic) daca, initial, matricea este
redusa la una din formele preliminarii (tridiagonald sau Hessenberg).

- Testul (b) se pune pentru elementul stang-diagonal a primei linii a blocului

2x2. (In cazul unui un bloc de dimensiune 1 — pentru linia respectivi.)

- Codurile pentru metoda QR — v. Bai et al. (2000), Golub & Van Loan (1996) —
pun testul

la; i, [<tol(la; [+]a i),

unde tol este o toleranta mai mare decat eroarea de rotunjire a unitatii.

Elementele sub-diagonale &, ; , care satisfac acest test sunt setate la zero.

4. Iteratia se mai opreste daca elementul stang-diagonal de modul maxim este

stationar (Nu Se mai reduce).

Testul pus este Max_Left_Diag = Prev_ Max_Left_Diag, unde membrul doi este
Max_Left_Diag de la iteratia precedenta. Testul se pune dupa ce Max_Left_Diag

s-a redus deja in proportia | Max_Left_Diag | <eps_left*10.

Balansare

Eroarea in calculul valorilor proprii ale matricii A, rezultata prin aplicarca metodei
QR, este de ordinul ¢, || A]|- , unde ¢,, este e-magina (Cap. 1, 3.8.2), iar ||A]|- este
norma Frobenius (Cap. 4, 3) —v. Chen & Demmel, Balancing Matrices — in Bai et al.
(2000), Parlett & Reinsch (1969). Balansarea este o transformare preliminara a

matricii A, prin similaritate cu matricea diagonala reala D, matricea de lucru devenind

A, =D™AD. Scopul este reducerea normei Frobenius a matricii date.

O matrice nxn se zice balansatd in norma-p daca, pentru fiecare i =1,n, norma-p a

liniei i este egald cu norma-p a coloanei i:

[ AGL:n) [, = AQ:n,i)[l,, i1=Ln
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Algoritmii reduc norma-1 sau norma-2 a matricii A. Tinand cont de echivalenta

normelor, rezulta ca va fi redusa si norma Frobenius a matricii A.

Balansarea se poate face fara a introduce erori de rotunjire suplimentare, prin aceea ca
elementele matricii D se aleg ca puteri intregi ale bazei utilizate in reprezentarea

numerelor in calculator (baza 2).

Principalul algoritm este descris in lucrarea de referinta Parlett & Reinsch (1969).

Inainte de balansare, prin permutiri de linii si coloane, matricea se aduce la forma:

T,iXY
0:Z:w|,
0:0:T,

unde T, desemneaza o matrice superior triunghiulara, iar O 0 matrice cu elemente

nule. Algoritmul se aplica, in esentd, matricii Z (dar transformarea de similaritate se

aplica Tntregii matrici, astfel ca se modifica si matricile X, Y, W).

Algoritmul balanseaza matricea in norma-1, dupa un numar finit de pasi. Acest
algoritm std la baza subrutinei sgbal din LAPACK (2000). Alti algoritmi sunt descrisi
n Bai et al. (2000).

Exemple

Consideram urmatoarea matrice (Chen & Demmel, Balancing Matrices — Tn Bai et al.

(2000)):

1 0 10*
A=l1 1 10?
104 102 1

1. Balansarea directa, cu D =diag(0.01 1 100), produce matricea balansata

1 01
A, =D'AD=(107% 1 1|.
1 11

Normele sunt: || A |- =1.00005x10* si || A, || = 2.65. Pe de alti parte, normele

liniilor si coloanelor in A, sunt aproximativ egale.
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Metoda QR aplicata lui A, fara rafinare (cu EPS = 1E-8), cu si fara balansare, da

urmatoarele rezultate:

- Valorile si vectorii proprii coincid, cu cel putin 10, si respectiv 9 cifre

semnificative.

- Erorile maxime (in modul) in Ay — Ay sunt: 3.229E-11 si 2.887E-14,

respectiv. Se observa precizia mult mai mare a sistemului propriu calculat cu

balansarea matricii A.
n
2. Balansarea cu subrutina sgbal (in simpla precizie), da urmatoarele rezultate:

D = diag (2.4414062E - 04 1.5625000E -02 1.000000)

1.000000 0.000000  0.40960
A, ={1.5625000x107> 1.000000 0.6400000
2.441406 1.562500 1.000000

Este de remarcat ca, prin acest procedeu, matricea este balansata aproximativ in
norma-1. Normele liniilor si coloanelor sunt de acelasi ordin de marime (insa,

diferite):

1 1.409600 3.457031
2 1.655625 2.562500
3 5.003906 2.049600

Eroarea maxima in Ay — Ay este 4.960E-13.
|

3. Subrutina Balance din programul QR, balanseaza matricea in norma-1 (fara a face

permutari), cum urmeaza. Notam: norm_r norma liniei i, si norm1_r norma liniei i

fara elementul diagonal, adica: norml_r = Z| a(i, j) |; analog, pentru coloana i,
j=1n

J#i
norm_c si norml1_c. Algoritmul este urmatorul:
- Initializam D=1, si iteram pasii K=1, 2, ...

- Lafiecare pas K, procesam liniile (si coloanele) in ordinea naturald, anume:

Pentrui=12,...,n:
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- Calculam elementele matricei D, prin d1= \/norml_ r/norml_c

- Se scaleazi linia i coloana i, prin A = D;*AD,

- Punem D=D=*D,

La i =n rezultd matricea D, la pasul curent K, si s-a calculat A=D"AD.
- Calculam (pentru matricea curentda A):

Ratio = max |norm_r—norm_c|/norm_r

i=1,n
- Se pun urmatoarele condifii de oprire a iteratiei:
Ratio < EPS ; Numar _ Iteratii <Init ;
(Se iau: EPS =1E —4 si Init =100).
Pentru matricea din Exemplu, la pasul 2, se obtine: Ratio =1.2064E -05;

D =diag(9.9750279E -05 1.0074407E-02 1.002465).

Normele liniilor si coloanelor sunt:

1 2.004975 2.004951
2 2.004963 2.004963
3 3.000013 3.000037

Eroarea maxima (in modul) in Ay — Ay este 4.291E-14.

Fisiere

Main-QR-2007-2.f90: programul principal

Agen.f90: subrutina de generare a matricii A

Openfile2.f90, GetFile.f90: Selectarea fisierului de intrare (APl: GetOpenFileName)
work-2005.f90: modul (date globale)

Lib_QR.lib: Biblioteca staticd; contine fisiere modul obiect (pentru aceste fisiere nu se

da codul sursa).
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Programul QR este scris in dubla precizie.

Programul principal mai apeleaza urmatoarele subrutine (si o functie):

unit2(n, Q)
Initializeaza matricea reala Q(n, n) cu matricea unitate.
n: ordinul matricii Q

Q: matrice (n, n)

symm(n, a)
Functie logicd; matrice A simetrica.
n: ordinul matricii A

a: tablou (n, n) pentru A.

PrintA(n, A)

Tiparirea matricii A(n, n)

Balance(n, a, diag_bal, 0), Direct_Balance(n, a, diag_bal)

Balansarea matricii A, si balansarea directa a matricii A.

n: ordinul matricii A

a: tablou (n, n) pentru A.

diag_bal: elementele diagonale ale matricii de balansare D (Balance: iesire;

Direct_Balance: intrare).

Tridiagonal(kod), Hessenberg(ikod)
Reducerea al forma tridiagonala, respectiv Hessenberg.

ikod: cod de tiparire a transformarilor. Se ia 0.

QR_Z(iter, do_shift, kodShift, kodlter, BlockReduced, real_val)
Iteratia QR.

iter: contor de iteratii

do_shift: logic; cu sau fara shift.

kodShift: codul shift-ului. V. Semnificatia codurilor.

kodlter: cod de tiparire a iteratiilor.

BlockReduced: logic. Matrice redusa la forma bloc-triunghiulara (iesire).
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real_val: logic. Toate valorile proprii sunt reale (iesire).

Vec_BlocTri(VEC, kodNorm), Vec_BlocTri_Z(VEC_Z, kodNorm).
Calculeaza vectorii proprii ai unei matrici bloc-triughiulare — valoare proprie
reald, respectiv complexa.

VEC, VEC_Z: tablou (n, n) pentru vectorii proprii; real, respectiv complex.

Power_Refine(ivp), Power_Refine_Z(ivp)
Rafinarea vectorului si valorii proprii nr. “ivp” — valoare proprie reala, respectiv

complexa.

Normalize_r(VEC, kodNorm), Normalize_Z(VEC_Z, kodNorm)
Normalizarea vectorilor proprii — cazul real, respectiv complex.
VEC, VEC_Z: ca mai sus.

kodNorm: codul normei. V. mai jos: Semnificatia codurilor

Check(real_val, full_print_check)
Subrutind pentru verificarea sistemului propriu.
real_val: logic; valori proprii reale.

full_print_check: logic; tiparirea la verificare, si a vectorilor Az — Az .

Fisierul de date

Acestea se gaseste in sub-folderul QR\Dat. La lansarea in executie, programul

deschide fereastra standard de selectie a fisierului din acest folder. Un fisier nou de

date, este preferabil sa fie plasat in acest folder.

Structura

1) Titlu: text, max. 80 caractere (titlul problemei).
2) n, kodA, kodPrintA

Datele urmatoare definesc matricea A. Se introduce una din variante, in
functie de codul kodA:

- Matricea A ... kodA =0, 1 (matrice citita din fisierul de date)
- Job ... kodA < 0 (matrice generata).
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- Fname_2: ... kodA > 2 (matricea se citeste din figierul Fname_2).
3) Balance, kod_Balance: cod pentru balansarea matricii; cod pentru modul de
balansare.
- [diags(i), i =1,n ... Daca kod Balance # 0.]
4) Form: cod pentru transformari preliminare ale matricii.
5) Eps, Eps_lambda, Lnit, kodlter: tolerante; numar limita de iteratii, cod tiparire
iteratii.
6) Shift, kodShift: cod pentru shift ; cod strategie de alegere a shift-ului.
7) kodVP: cod pentru calculul vectorilor proprii.
8) [Refine: rafinarea sistemului propriu prin iteratic inversa (data logica)...Daca
kodVP = 0]
- [is (intreg): cod pentru mod rafinare .... Dacd Refine are valoarea “adevarat™:]
- [kodNorm: cod norma pentru vectorii proprii ... daca kodVP # 0]

- Check_text: cod pentru verificarea sistemului propriu.

Semnificatia codurilor

n: ordinul matricii
kodA: kodA > 0: matrice citita; kodA < 0: matrice generata (de Agen).
Valori kodA si datele pentru definirea matricii A:
kodA = 0: triunghiul superior, pe linii (matrice simetrica) — in figierul de
intrare;
kodA = 1: intreaga matrice, pe linii — in fisierul de intrare;
kodA > 2: Fname_2: specificatorul fisierului care contine elementele matricii.
Structura figierului Fname_2:
= Prima linie: text arbitrar (titlul problemei)
Liniile urmatoare, conform codului:
kodA = 2: triunghiul superior (matrice simetrica) — pe linii;
kodA = 3: intreaga matrice — pe linii;
kodA >4: elementele nenule ale matricii, anume:
= 0], ad,])).

= Sfarsitul de fisier este o datd nenumerica. Exemplu: End

kodA < 0: job: Data text (1-20 caractere). Numele jobului definit ih Agen.



165

Parametru pentru apel Agen.
kodPrintA: > 0: tipareste A (datd, siredusa la forma bloc-triunghiulard);
0: tipareste A redusa la forma bloc-triunghiulara;
< 0: nu tipari.
Balance: Data text (1-20 caractere). Primul caracter este semnificativ, anume:
B, b /Alt caracter: Balanseaza / Nu balansa.
kod_Balance: 0: Balansare cu subrutina Balance;
# 0: Balansare directa, cu diags (subrutina
Direct Balance).
Daca nu se balanseaza: se introduce orice ntreg:
diags(1: n): Elementele diagonale pentru balansare directd (A — DAD)
Form: Data text (1-20 caractere). Primul caracter este semnificativ:
- A, a:Auto, rezultdnd n:
Matrice simetrica: forma Tridiagonala;
Matrice nesimetrica: forma Hessenberg (superioara).
- T, t:forma Tridiagonala;
- H, h:forma Hessenberg;
- Alte caractere: matricea data (Fara transformari preliminare).
Eps: Toleranta la elementele non-diagonale
Eps_lambda: Toleranta la doua valori succesive 4
Lnit:  Numarul limita de iteratii
kodlter: 0/=0: Da/ Nu — tipareste iteratiile.
Shift: text (1-20 caractere). Primul caracter este semnificativ:
S, s / alt caracter: Cu/Fara shift;

kodShift: 0: s, =a% (s, este shiftul de la pasul k)

>0: s, = Valoarea proprie a sub-matricii A“'(n—-1:n,n-1:n), cea
mai apropiati de al).
<0: s, = Elementul diagonal a{ minim. (optim pentru unele matrici
simetrice).
kodVP: 0/+0: Da/ Nu — calculeaza vectorii proprii.

kodVP > 0: Scrie vectorii proprii;

kodVP < 0: Nu scrie vectorii proprii.
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Refine: Data logica. Valori:
T / F:Rafineaza / Nu rafina — sistemul propriu prin iteratie inversa (cu
translatie).
Nota: Daca se rafineaza: vectorii poprii sunt deja normalizati cu norma-2.
is: Defineste shift-ul pentru iteratia inversa. Se introduce numai pentru
Refine = T.
Shiftul este definit prin s = A(i) —ds, unde:
is>0: ds = o unitate in cea de-a "is-a" cifra semnificativa a lui Lambda.
Recomandare: is = 4; 5, 6.
iIS<0: ds = 1D-4
kodNorm: < 0: Nu normaliza.
0: Norma-infinit
1: Norma-1
2: Norma euclidiana (Norma-2)
3: Norma "inginereasca": prima coordonatd = 1.
Check_text: data text (1-20 caractere). Primul caracter este semnificativ:
C,c, P,p, F,f / Alt caracter: Da/ Nu - Verificarea
sistemului propriu.

F, £: se tiparesc si vectorii reziduali Az — Az.

(do_balance, do_Shift, do_check, full_print_check: date logice; utilizare interna)

Semnificatia unor date de iesire

Row: Indicele liniei matricii reduse.

Bloc Flag =1/ 2 : Indicele liniei “Row” in bloc (Prima linie / A Doua linie).
Bloc Flag = 0: Linia nu apartine unui bloc.

(Intern, se utilizeaza tabloul ibloc (1:n): Indicele liniei blocului; la iesire, data

Bloc Flag este variabila i f1ag. V. programul principal.).

Daci se balanseazad (do Balance = .true.):

. | Row_ Norm —Column _ Norm |
Ratio = max
i=Ln Row _Norm




Daca ordinul matricii n > 50, programul afiseaza si timpul de calcul.

Exemple

Exemplu-1: Fara rafinare.

Ex Rau Cond.

3 1 0
3.02 -1.05 2.53
4.33 0.56 -1.78
-0.83 -0.54 1.47
NoBal 0

Hess

1E-8 1E-7 50 0
shift 0

1

F

2

Proba

Matrix A - Hessenberg form

3.020000 1.507519 2.2870091
-4.408832 1.021202 1.866028
-2.2204460E-16 0.6260283 1.008798

* Reached block-triangular form

Maximum Left-Diagonal

lmax = 3).

la(lmax-1, lmax-1) |

Maximum sub Sub-Diagonal

(Column 1).

(in modulus)

+]a(lmax, lmax) | :

Processing block-triangular form:

(in modulus) is:

(Iteration 4).

is: 7.6697928E-12

1.25924
1.4049635E-21

Iterating to reach tolerance on lambdas.

* Met tolerance EPS lambda on lambdas

Actual test value is:

0.000

(Iteration 5).
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(Row:
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Real Eigenvalues: F

Iteration 5:

Reduced Matrix - Block-Triangular Form

2.670576
1.505434

-4.177637
2.381351

4.0960151E-12

Row Block Flag
1 1

2 2

3 0
Eigenvalues

1 2.525963614058517
2 2.525963614058517
3 -1.9272281170354718E-03

Eigenvectors
1
0.3676642025709480 0
0.7512290651054949 -0
-0.1909470078347702 0
2
-0.4135378963777110 -0
0.2247448848453599 -0
-0.2140525790598959 0
3

0.2557213286279253E-01
0.9337601708377145
0.3569846066400766

Check: A*y - lambda*y

-1.992024
-2.346518

6.4844721E-12 -1.9272281E-03

2.503646148445962
-2.503646148445962

.4354636756397324
.1817280223639355
.2033801346581520

.3921632146355579
.7394997762727376
.1789014599505183



169

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) = 3.695E-12

Vector # Coordinate(s) #

3 3

Exemplu-2: cu rafinare.

Reluam Exemplu-1, cu rafinare, cu is = 5.

E
3
3
4
N
H
1
S
1
T
5
2
P

x. Rau Cond. - cu rafinare.
1 0

.02 -1.05 2.53

.33 0.56 -1.78

0.83 -0.54 1.47

oBal 0

ess

E-8 1E-7 50 0
hift 0

roba

Matrix A - Hessenberg form

3.020000 1.507519 2.287091
-4.408832 1.021202 1.866028
-2.2204460E-16 0.6260283 1.008798

* Reached block-triangular form (Iteration 4).

Maximum Left-Diagonal (in modulus) is:
lmax = 3).

la(lmax-1,1lmax-1)| +]a(lmax,lmax) |: 1.2

Maximum sub Sub-Diagonal (in modulus) 1is:

(Column 1).

Processing block-triangular form:

Iterating to reach tolerance on lambdas.

7.6697928E-12 (Row:

5924
1.4049635E-21
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* Met tolerance EPS lambda on lambdas (Iteration 5).

Actual test value is: 0.000

Real Eigenvalues: F

Iteration 5:

Reduced Matrix - Block-Triangular Form
2.670576 -4.177637 -1.992024
1.505434 2.381351 -2.346518

4.0960151E-12 6.4844721E-12 -1.9272281E-03

Row Block Flag

1 1
2 2
3 0

* Refinement:

Iterations Test Value Tolerance
1 2 2.9288392389E-16 4.441E-16
2 2 2.0378132692E-16 4.441E-16
3 5 0.000000000 2.168E-19
Eigenvalues
1 2.525963614055325 2.503646148447407
2 2.525963614055325 -2.503646148447407

3 -1.9272281106504925E-03

Eigenvectors
1
-0.3676642303666432 -0.4354636521714133
-0.7512290535059487 0.1817280703162026
0.1909469948529727 -0.2033801468451698
2

0.4135378713456177 0.3921632410317126



-0.2247449320489531
0.2140525904780458

3
-0.2557213286362887E-01
-0.9337601708378584
-0.3569846066396395

Check: A*y - lambda*y

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) = 4.441E-16

Vector # Coordinate (s)
1 2
2 2

0.7394997619273490
-0.1789014462875638

#

Exemplu-3: cu balansare (si fara rafinare).

Consideram din nou, Exemplu-1, cu balansarea matricii — cu kod_Balance = 0. Se

observa ca, verificarea sistemului propriu este mai buna decat in Exemplu-1.

Ex Rau Cond. - cu balansare

3 1 0
3.02 -1.05 2.53
4.33 0.56 -1.78
-0.83 -0.54 1.47
Bal O

Hess

1E-8 1E-7 50 0
shift O

1

F

2

Proba

Balance: No. of steps

A-balanced

3.020000
2.465094

-1.844351
0.5600000

5; Ratio = 4.0314E-05

1.792431
-0.7179390
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-1.171537 -1.338832 1.470000

Matrix A - Hessenberg form

3.020000 2.435185 0.8272331
-2.729320 1.525048 0.6917772
2.2204460E-16 1.312671 0.5049516

* Reached block-triangular form (Iteration 4).
Maximum Left-Diagonal (in modulus) is: 1.2783143E-13 (Row:
Imax = 3).
la (lmax-1,1lmax-1)| +|la(lmax,lmax)|: 2.08140
Maximum sub Sub-Diagonal (in modulus) is: -2.4004666E-22
(Column 1).

Processing block-triangular form:

Iterating to reach tolerance on lambdas.

* Met tolerance EPS lambda on lambdas (Iteration 5).

Actual test value is: 2.4973E-16

Real Eigenvalues: F

Iteration 5:

Reduced Matrix - Block-Triangular Form
2.409872 -3.042890 -1.287376
2.064393 2.642056 1.6150857E-02

7.8669816E-14 1.0075681E-13 -1.9272281E-03

Row Block Flag

1 1
2 2
3 0
Eigenvalues

1 2.525963614055325 2.503646148447388
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2.525963614055325

-2.503646148447388

3 -1.9272281106496357E-03

Eigenvectors

1

.4517818761876123
.6954752629118252
.1433823750645967

2

.3679706023954490
.3045951628967318
.2324043571570585

3

Check: A*y - lambda*y

0.3474172059670668
-0.3371710857265424
0.2393025981785100

-0.4352047959596641
-0.7103463726325355
0.1543128437576227

.2557213286362881E-01
.9337601708378584
.3569846066396397

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) =

Vector # Coordinate (s)

1
|

2

Exemplu-4:

#

6.362E-14
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Consideram matricea Eberlein de ordinul 16 (Westlake (1968)). Aceasta se defineste

prin:

S

|
N
o O w N

o A NDN
a NN NN

B 2B
4B 3B’

5 -C
B= ;
{SC C }

Matricea A are urmatoarele valori proprii:

60+ 20i, 45+15i, 30+10i,

15+5i, —-12+4i, —9+3i,

-6+2i,

-3
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Codul in Agen — pentru generarea matricii A in tabloul Ag (n, n), este dat mai jos. (In

datele de intrare, se pune n = 16) .

ELSEIF (job =='ebel6') THEN

allocate(c(4,4), b(8,8))

c(l,l) =-2; c(l,2:4) =2;

c(2,1) =-3; c(2,2) =3; c(2,3:4) =2;

c(3,1) =-2; c(3,2) =0; c(3,3) =4; c(3,4) =2;
c(4,1) =-1; c(4,2:3) =0; c(4,4) =5
b(l:4,1:4) =5*c; b(l:4,5:8) =-c;

b(5:8,1:4) =5*c; b(5:8,5:8) =c;

ag(l:8,1:8) =b; ag(1l:8,9:16) =2*b;
ag(9:16,1:8) =4*b; ag(9:16,9:16) =3*b;

deallocate (c, b)
ENDIF

Pentru programul fara rafinare, se introduc datele
Eberlein - ord. 16
le -1 1

ebelb

NoBal O

auto

0.01 0.01 100 0
Shift 0

1

F

2

ch

Forma bloc-triunghiulara este atinsa la iteratia 21 (si toleranta la A , la iteratia 22).

Rezultatul verificarii sistemului propriu este:

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) = 5.572E-03



Vector # Coordinate (s)

5

15

#
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Programul cu rafinare, cu is = 5, produce urmatoarele rezultate (pentru economie de

spatiu, vectorii proprii nu sunt listati):

Eigenvalues

1 30.
2 30.
3 15.
4 15.
5 60.
6 60.
7 44,
8 44,
9 -2.9

10 -2.999999999999998
11 -6.000000000000003
12 -6.000000000000003
13 -12.00000000000000
14 -12.00000000000000
15 -9.000000000000000
16 -9.000000000000000

Check r

Maximum absolute difference

Vector # Coordinate (s)

8
|

Observatii.

Tolerantele Eps si Eps_lambda s-au luat relativ mici (0.01), producéand rezultate

destul de imprecise in cazul fara rafinare: eroarea in verificarea sistemului propriu,

00000000000003
00000000000003
00000000000001
00000000000001
00000000000001
00000000000001
99999999999998
99999999999998
99999999999998

esult:

1

este de ordinul E-3.

Acestea sunt insa, imbunatatite foarte mult, prin rafinare (eroare de ordinul E-15).

Tolerante mai mici, nu Tmbunatatesc verificarea sistemului propriu. Exemplu:

#

10.
-10.

00000000000001
00000000000001

4.999999999999977
-4.999999999999977

20.
-20.
15.
-15.

00000000000001
00000000000001
00000000000002
00000000000002

1.000000000000001

-1.

(A*y —-lambda*y)

000000000000001

.000000000000008
.000000000000008
.000000000000002
.000000000000002
.000000000000027
.000000000000027

Tolerante de 0.001 duc la o eroare de ordinul E-14 in verificare.

=9.769963E-15
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Acest exemplu da o idee, despre dificultatile care apar in calculul sistemului propriu
al unei matrici de ordin relativ mare; aceste dificultati cresc odata cu ordinul matricii.
Pentru o matrice de ordin mare, nu se vor alege tolerante Eps si Eps_lambda foarte
mici.

n

Exemplu-5:

Consideram matricea Wilkinson de ordinul 20 (Wilkinson (1963), Westlake (1968)):

1 20
2 20
3 20

19 20
g 20

Analitic, matricea nxn, este definita prin a(i, j) =0, cu exceptia elementelor:

a(i,iy=i; i=1

>

a(i,i+)=n; i=14n-1,

an)=¢.

Exemplul Wilkinson ia n = 20.

Daca perturbatia ¢ =0, matricea este superior triunghiulara, si valorile proprii sunt
A() =1.

Pentru & =1E —10, cu metoda QR fara rafinare (cu EPS = 1E-6), se obtin
urmatoarele rezultate:

a) Fara balansare: Valorile proprii rezulta toate reale. Ele reprezinta perturbatii

ale valorilor i, i = 20,1, anume (ordonate descrescator):

19.99999998462896, 19.00001298980951, 17.99999341364806,
., 3.000002187998112, 1.999999854534825, 1.000000000000000

Eroarea n verificarea sistemului propriu este 1.232E-07.



177

b) Cu balansare: Valorile proprii calculate contin 14 valori complexe, si anume

(ordonate dupa i descrescator):

20

19

18

17

16

15

14

13

12

11

10

20.

18.

18.

17.

17

15.

15.

12.

12.

10.

10.

8.

00424815126970

89075561522547

42511929989719

03466897322695

.03466897322695

10602239289448

10602239289448

88192664561770

88192664561770

49999998763635

49999998763635

118073427255256

.118073427255256

.893977535006919

.893977535006919

.965330675018651

.965330675018651

.574881415008950

.109241835064037

.9957544102238627

.087736309816453

.087736309816453

.948529250030004

.948529250030004

.529181675892914

.529181675892914

.733397362516592

.733397362516592

.529181726294424

.529181726294424

.948529282139898

.948529282139898

.087735665091806

.087735665091806

Eroarea in verificarea sistemului propriu este 4.211E-06.

(Cu balansare si rafinare, eroarea devine 1.776E-15.)

Explicatia rezultatelor foarte diferite in cazurile (a) si (b), este urmatoarea: polinomul

caracteristic al matricii este p(1) = (1-1)(1-2)...(4—20) —20"¢, si acesta este
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foarte rau conditionat; numerele de conditie pentru radacini sunt cuprinse intre

4.31x10" si 3.98x10". Odati cu polinomul, si valorile proprii sunt riu conditionate.

(Problema conditionarii valorilor proprii depaseste cadrul acestui manual. V. de

exemplu, Golub & Van Loan (1996)).

Din acest exemplu, se poate conchide ca simpla verificare a sistemului propriu (prin
proba ca || Az — Az || = “mica”), nu asigura corectitudinea sistemului propriu calculat

—v. cazul (a).

Pe de alta parte, rezulta ca balansarea matricii este necesara in acest caz.

In general:
Balansarea se recomanda pentru metoda QR aplicata la matrici nesimetrice, la care
valorile proprii pot fi rau-conditionate. Matricile simetrice au valori proprii bine-

conditionate.

QR-IMSL.

Valorile si vectorii proprii ai unei matrici A (forma: generala sau Hessenberg)
Metoda QR, implementata de IMSL 6.0.

Versiunea dubla precizie.

Subrutina metodei

devcrh(n, a, n, eval, evec, n): matrice Hessenberg
devcrg(n, a, n, eval, evec, n): matrice generala

V. detalii in documentatia IMSL.

Fisiere

Main-QR_IMSL.f90: program principal

Agen.f90: subrutina de generare a matricii A

Gen_Eigen_Files.f90: subrutind pentru generarea fisierelor de valori si vectori proprii

OpenFile-new.F90: Selectarea fisierului de intrare (API: GetOpenFileName)



symm-2.f90: functie (logica); verificare dacad matricea este simetrica
width.fo0: utilitar
imsl_dIl.lib: Biblioteca IMSL (pentru subrutinele metodei)

Fisierul de intrare:

1) Titlul problemei

2) n, kodA, kodPrintA

3) Tip matrice

4) [job - pentru kodA <=0]

5) [Matricea A - pentru kodA =0,1]
6) kod_write_VP

7) Proba

8) Do_Gen_Files (logic)

Semnificatia datelor
1) Titlul: text < 80 caractere
2) n: ordinul matricii
kodA: cod de introducere a matricii A:
kodA < 0: matrice generata (de Agen)
kodA > 0: matrice cititad din fisiser:

kodA = 0,1: citita din fisierul de intrare:
- kodA = 0: triunghiul superior;
- kodA = 1: intreaga matrice

kodA > 2: matrice citita din fisier specificat = "Fname 2"
kodA = 2: triunghiul superior
kodA = 3: intreaga matrice

kodA > 4: elementele non-zero ale matricii: i, j,a(, j)

Nota: Structura "Fname 2"

- Prima linie este o linie text (max. 80 caractere; ex.: titlul problemei)

- Elementele matricii - cf. kodA.

3) Tip: text, primul caracter este semnificativ
"H", "h": Hessenberg
"S", "s": Simetrica
alt caracter: Generala
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Nota: Tipul serveste numai pentru apelul subrutinei care rezolva problema de valori

proprii.

-

Tn programul actual din ANA (QR-IMSL), tipul “’simetrica” este rezolvat cu subrutina

pentru tipul generala”. m
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4) Job: text < 20 caractere: identifica secventa de generare din Agen
5) Matricea A:
kodA = O: triunghiul superior, pe linii
kodA = 1: matricea A completa, pe linii
6) kod_write_VP:
> (/< 0: Scrie / Nu scrie - vectorii proprii in figierul de date (ca iesire)
7) Proba: text, primul caracter este semnificativ
"ch et P p, MR, YAl caracter: Cu/Fara proba sistemului propriu;
"F" or "f": Tiparire diferente (A*z -lambda*z), pentru fiecare pereche (valoare
proprie-vector propriu)
c) Do _Gen Files: T/F:
Genereaza sau nu: Fisierul de valori proprii si Fisierul de vectori proprii.

Exemplu-1: matrice generala
Ex. IMSL (single): (2,+/-4) (1,0)

3 1 1

gen

8 -1 -5

-4 4 -2

18 -5 =7

0

Proba

T
Eigenvalues:
1 2.000000000000002 4.000000000000000
2 2.000000000000002 -4.000000000000000

3 0.99999999999999%66

Proba - Complex:

A*z -lambda*z

Check result:

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) = 3.442E-15
Eigenvector #3; Coordinate #2.

Exemplu-2: matrice simetrica

Exemplul IMSL

3 0 1
sim
7.0 -8.0 -=-8.0
-16.0 -18.0
13.0
0
Proba
* All Real

Matrix A (Symmetric):

7.000000 -8.000000 -8.000000
-8.000000 -16.00000 -18.00000
-8.000000 -18.00000 13.00000

* All Real



Eigenvalues:

(1) -27.90246106049339
(2) 22.68061222210748
(3) 9.221848838385910

Proba - Real:
A*x —-lambda*x:

Check result:

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) = 1.421E-14

Eigenvector #1; Coordinate #2.

Exemplu-3: matrice Hessenberg

Ex. IMSL Hessenberg

4 1 1

Hess

-1. -1. -1. -1.

1 0. 0. 0.

0 1 0. 0.

0. 0 1. 0.

0

Proba

F

Eigenvalues:
1 0.3090169943749477 0.9510565162951544
2 0.3090169943749477 -0.9510565162951544
3 -0.8090169943749477 0.5877852522924727
4 -0.8090169943749477 -0.5877852522924727
Proba - Complex:

A*z -lambda*z
Check result:

Maximum absolute difference (A*y -lambda*y) = 8.327E-16

Eigenvector #1; Coordinate #4.
|

General R, General R1

Problema generalizata — reducerea la problema standard.

Problema generalizata de valori proprii

Problema determinarii valorilor si vectorilor proprii ai unei matrici A, definita de

AX = AX, sau de ecuatia
(A-ADx=0
se va numi problema standard.

In Dinamica Structurilor apare urmétoarea problema:
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(K — AM)x =0, ()

unde: 1 =@?, iar K si M sunt matrici simetrice si pozitiv definite (K si M sunt

respectiv, matricile de rigiditate si de masa; @ este pulsatia proprie).

Problema (2) se zice problema generalizata de valori proprii. Mai general considerand

doua matrici nxn A si B, problema generalizata are forma (A—AB)x =0.
Tn continuare, consideram problema (2).

Reducerea la problema standard

Problema (2) poate fi adusa la problema standard (1) pentru o matrice simetrica si

porzitiv definitd, cum urmeaza.

1) Se face descompunerea Cholesky a lui M:
M=S'S, (3)
unde S este superior triunghiulara.. Atunci, (2) scrisd in forma Kx = AMX
devine Kx = ASTSx, si se scrie din nou ca si
KS™(SX) = AS" (SX). 4)
2) Se noteaza
y =SXx ©)
si ecuatia (4) devine
KS'y=AS"y.
Premultiplicdnd cu (S")™ =(S™)" =S, se obtine
STKSy = Aly
3) Acum, definim
R=STKS™ (5)
R este matrice simetrica si pozitiv definita.

4) Problema (2) este pusa in forma standard pentru matricea R, si anume,

(R-Ay=0 (6)
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Problemele (6) si (2) au aceleasi valori proprii.
5) Dupa rezolvarea lui (6) pentru A siy, vectorii proprii ai problemei originale (2)
sunt dati, cf. (4), de
x=S"y (7)
|

Tinand cont de faptul ca M si K sunt simetrice si pozitiv definite, se verifica imediat

ca matricea R este simetrica si pozitiv definitd. Urmeaza ca valorile proprii ale lui R

. o . - 2
sunt reale si pozitive, asa cum trebuie sd avem conform cu 4 = @,”.

Astfel, pentru a rezolva (6), orice metoda pentru problema de valori proprii ale unei

matrici simetrice si pozitiv definite poate fi aplicata lui R.

Observatie

Cel mai simplu caz este acela in care matricea M este diagonala (model de mase

concentrate), M = diag(m,). Atunci, avem S =S" =diag(,/m;), si

S* =57 =diag(1/,/m,). Astfel, elementele lui R si x sunt date de:

k. _
r":+1 ia-::l-an!
ij \/H,\/H'TJ J
si
Xi = L' | :ﬁ
Jm
|
Observatie

Matricea R poate fi scalata, adica se pune R = R'* factor . Ecuatia (6) devine
(R"=2"1)y =0, unde

A= A
factor

Astfel, dupa determinarea valorilor proprii A" avem A = A= factor , iar pulsatiile

proprii se gasesc din:
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w =+ A" * factor

Foldere:
General_R, General_R1

Ambele proiecte reduc problema generalizata (2) la problema standard. Deosebirea
este ca primul stocheaza si proceseaza triunghiul superior al matricilor M si K, iar al

doilea, matricile complete M (ng1,ngl), K (ngl,ngl).

Ambele proiecte lucreaza in dubla precizie.

Fisiere (General_R):

Back.f90: substitutie inapoi, pentru Cholesky.

Cholesky_S.f90: subrutina Cholesky.

loca.fo0: functia de adresa din Cholesky.

Gen_M.f90, Gen_K.f90: subrutinele de generare a matricii M, respectiv K.
Gen_R.f90: subrutina de calcul a matricii R.

Main-General_R.f90: programul principal.

Write_R.f90: subrutina pentru scrierea matricii R.

work.f90: modul
GetFile.f90, Openfile.f90, width.fo0: utilitare

Compact_mul: subrutind de inmultire S*A, unde: S este simetrica si stocata in
triunghiul superior, iar A este (n,n).

[Aceasta este numai in folderul General_R.]

Subrutina metodei este
Gen_R(kodPrint)

Parametru:
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kodPrint: cod pentru tiparire

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date (acesta se selecteaza din fereastra
standard). Datele de iesire se scriu in continuarea datelor de intrare.
Matricile M si K se introduc conform codurilor kod_genM si kod_genK (coduri de
citire sau generare a matricilor):
- kod_gen < 0: matrici generate (de subrutinele Gen_M.f90, Gen_K.f90);
- kod_gen > 1: matrici citite din fisier, anume:

- kod_gen = 1: fisierul de intrare;

- kod_gen >2: fisier specificat (Selectat).

Daca matricea este citita: se introduce si "factor”; daca este generata, nu.

Tn cazul matricilor citite dintr-un fisier specificat (kod_gen >2), fisierul va avea

urmatoarea structura:

- Prima linie din figier este o linie-text (ignorata la citire);

- Urmatoarele linii contin elementele triunghului superior al matricii.

Datele de intrare (aceleasi pentru General_R si General_R1), sunt:
- Titlu: text de max. 80 caractere
- ngl, kod_genM, kod_genK
Pentru kod_genM = 1, se introduce:

- [Matricea M — triunghiul superior, pe linii.]

Pentru kod_genM > 1, se introduce:

- [m_factor: factor de multiplicare pentru M; (M — m_factor * M)

Pentru kod_genK = 1, se introduc:

- [Matricea K — triunghiul superior, pe linii.]

Pentru kod_genK > 1, se introduce:

- [k _factor: factor de multiplicare pentru K; (K — k_factor * K)

- kodPrint: cod tiparire

Semnificatia codurilor:
ngl: ordinul matricii (numarul gradelor de libertate)

kod_gen: v. mai sus
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kodPrint: 0 / #0: Nu se tiparesc / Se tiparesc: matricile M, K, si S.

Observatie
Matricea R este scalata: adica, in figierul de iesire, se tipareste matricea scalata

R’ si factorul de scalare scal:avem R =R'=*scal .

Factorul de scalare se calculeaza astfel:
norml = maxval (dabs (R))
scal = 2 8** (exponent (norml) -1)

unde norm1 este norma-1.

[
Exemplu:

2 10 3 -1 0
M=|1 3 1}, K=(-1 2 -1|.
01 2 0 -1 1

Fisierul de date:

Exemplu cu M non-diagonala; ngl =3

3 1 1

2 1 0

3 1

2

1. ! m factor
3 -1 0

2 -1

1

1. ! k factor
0

Rezultate:

Matricea R = S*(-T) *K*S" (-1)

1.500000000000000 -1.118033988749895 0.5590169943749473
-1.118033988749895 1.500000000000000 -1.250000000000000
0.5590169943749473 -1.250000000000000 1.500000000000000
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Matricea S” (-1):
0.707106781186547 -0.316227766016838 0.158113883008419
0.632455532033676 -0.316227766016838
0.790569415042095

Retrieve_Eigen_from_R

Regaseste valorile si vectorii proprii ai problemei generalizate, dupa gésirea valorilor

si vectorilor propriiai matricii R.

Fisiere sursa:
Main-Retrieve_Eigen_from_R.f90: programul principal
work-2005.90: modul
GetFile.90, OpenFile.90: fisiere pentru fereastra de selectie standard

width.90: utilitar

Figiere de date (intrare):

Programul cere ca in folderul de lucru sa existe urmatoarele 4 fisiere:
nume-SA-1.dat: fisierul care contine matricea S~ (triunghiul superior);
nume-Scal_R.dat: fisierul care contine factorul de scalare.
nume-VAL.dat: fisierul care contine valorile proprii A ale lui R;

nume-VEC.dat: fisierul care contine vectorii proprii y ai lui R;

Specificatorul de fisier trebuie sa aiba forma de mai sus, in care, nume” este ales de
utilizator (de reguld, numele exemplului).

in fiecare fisier, datele numerice sunt precedate de o line-text.

- Primele doua fisiere sunt furnizate (ca fisiere de iesire) de programul
General_R.
- Ultimele doua fisiere sunt furnizate (ca fisiere de iesire) de programul de

valori proprii QR sau Jacobi.
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Date introduse de la terminal:

- Numarul gradelor de libertate (ordinul matricii R)
- Pulsatii sau Frecvente: se introduce T, respectiv F.

Relatia intre pulsatia @ si frecventa f este: f = w/(27).

Figiere de iesire (rezultate):

nume-OMEGA.dat (pulsatii), sau nume-FRECV.dat (frecvente);

nume-VEC_X.dat: vectorii proprii X, ai problemei generalizate.

Exemplu (v. exemplul de la General_R)

Fisiere de intrare:

Ex3-S7-1.dat:

Matricea S (-1):
0.707106781186547 -0.316227766016838
0.632455532033676 -0.316227766016838
0.790569415042095

Ex3-Scal_R.dat:
Factor de scalare pentru R:

1.00000000000000

Urmatoarele figiere sunt generate de Jacobi_D:

Ex3-VAL.dat:
Eigenvalues:
1 3.478563691072702
2 0.9454183848254143
3 7.6017924101882794E-02

Ex3-VEC.dat:
Eigenvectors
1
-0.5223878791313503
0.6464566721245862

0.158113883008419



.5560066361130130

2

.7548454734848392
.4735615410061037E-01
.6541440345456881

3

.3965697446473088
.7614626757958836
.5127445986996710

189
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Folder: Interpolation

INTERPOLARE

Newton

Polinomul de interpolare Newton.
Metoda:
Problema

Fie functia f, cunoscuta prin valorile ei pe n+1 puncte distincte x; , ca in tabelul

urmator:
X XO Xl X2 Xn
f [ f, [, | f, |- |f,

Punctele x, se numesc noduri si s-a notat f, = f(x.),i=0,n. Se cere si se giseasca
un polinom p,, de grad cel mult n, care sa coincida cu functia f pe nodurile x; (sau, al

carui grafic sa treaca prin punctele (X, f,)), adica:

pn(Xi):fi’ |:01_n
Se zice ca p, este polinomul de interpolare al functiei f, pe nodurile date.

Se arata ca:

Polinomul de interpolare (al functiei f, pe n+1 noduri) exista si este unic m

Forma Newton a polinomului de interpolare

Pr(X) =Co +C (X = Xo) +... 4 Cr (X =Xp) -+ (X = X, 4)
Definim polinoamele

qo(x) =1, ql(X) =X—=Xp, qz(x) = (X_ Xo)(x_ Xl) 5 eve s
sau, in general,

@)=L 6,00=[Jx-x), k=In
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Polinomul de interpolare sub forma Newton se scrie atunci:
n
Py (X) = chqk (X)
k=0

Coeficientul ¢, se numeste diferenta divizata de ordinul k (a functiei f, pe nodul x, )

si se noteaza cu
c, = fIx.1; ¢ = f[X, X, % ], k> 1.

Cu aceasta, expresia polinomului de interpolare se scrie

pn(x):Zf[xoixl""’xk]qk(x) (1)
k=0

sau explicit:

Po (X) = F(Xo) + FLX00 X JOX—=X) + F[Xg0 X0, X J(X = X ) (X =%, ) + -+ .

(1)
+ F[Xgso s X J(X=X%g) .. (X=X, ;)

Proprietati ale diferentelor divizate

P1. Diferenta divizata este o functie simetrica de argumentele sale m

Adica, considerand o permutare (iy,...,I,) a numerelor (1, ..., n), avem:

fIx - X I= F %0 %, ]

P2. Formula de recurenta a diferentelor divizate:

F[Xer. %] = fIXe .0 X 1= FIXg,. o X 4] @)

X, — X,

Calculul practic al diferentelor divizate

Notand nodurile cu X;, Xj,;,-.., Xj,,, (2) devine:

_ L ESTEPIORD ST B § DETIORD ST
X. —X.

J+n J

f[x

iveeor Xjnd

si f[x;]=f,. Utilizind notatia simplificata

fjj+1...j+n = f[xj!Xj+1’ te Xj+n]'

formula de recurenta (2) se scrie:
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jo..j+n-1 (3)

1 1:01_f1_f01 flz_fz_fl’ fzs_fs_fz’
X, — X X, — X X3 — X,
2 f _ flz_ f01 f _ f23_ le
: 012 ) 123 = )

X; = X, X3 =X

f.—f
3 foros= 1;3 _ XOlZ ,

3 0

Etc.

Diferentele divizate se pot aseza in urmatorul tabel — exemplu pentru 4 noduri:

X0 f0 1:Ol f012 f0123
Xl f1 f12 f123

X2 f2 f23

X, f

3 3

Primele doua coloane sunt datele problemei (Coloana a doua reprezinta si diferentele
de ordinul 0). Diferentele de ordinul 1, 2, 3 sunt in coloanele 3, 4, 5. Tabloul are

structura triunghiulara: datele nu permit calculul diferentelor f; ;. cu j+n=4

j+n
(care implica nodul X, ).

Polinomul de interpolare Newton, pentru exemplul din tabel, este:
P, (X) = fy+ To (X —Xo) + Fora (X=X )(X = X,) + Fpp5(X =X )(X— X )(X— X,) 4)
Coeficientii polinomului se gasesc in prima linie din tabel (incepand cu coloana 2).

Pentru calculul practic al coeficientilor polinomului Newton, notam coeficientii ca in

tabloul de mai jos, anume c; (unde j este indicele nodului, iar k indicele ordinului

diferentei):

XO COO 01 COZ COS
Xl ClO Cl 1 C12

X2 CZO C21

X C

3

w
o
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Corespondenta este:

Cor = f01; Coz = f012; Cos = 1:0123
C,= f12; Cp = f123;
C = f21;

Sau, in general,

Cie = Fijin ik (5)
Cu aceasta, (4) se scrie:

P4 (X) =Cpy + Coy (X —Xy) + Cop (X — X )(X = X;) + Coa (X — X )(X — X )(X = X,)
Coeficientii ¢, se calculeaza prin recurentd, cu formula care deriva din (2) si (5):

C, —C.
j+l, k-1 j k-1 (6)

Xk =X

Cj =

Fisiere:
Pol-newton.f90: programul principal
Fun.f90: functia f

Programul principal implementeaza calculul coeficientilor ¢; conform (6), pentru
functia definita in fun.90. In afara de aceasta, programul calculeaza erorile relative ale
polinomului de interpolare pe niste valori date z,, adica (f(z;) — p(z,))/ f(z,); daca
| f(z;)|<1E -6, se listeaza eroarea (in loc de eroarea relativa).

Subprogramul fun (x) returneaza valorile functiei f pe X. (Functia este numitd fun, si

valorile ei sunt stocate, in programul principal, in tabloul £ (0:n).)

Datele de intrare se citesc dintr-un fisier de date, care contine datele:
d) Titlu: text, max. 80 caractere
e) nl:  numarul de noduri. (Nl=n+1)
f)  x(0:n):nodurile x,: nl valori
g) nz numarul de valori z,

h) z(1:nz): valorile z,: nz valori
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Datele de iesire constau in: valorile functiei f pe noduri; coeficientii c;, ; valorile
polinomului p(z); erorile f(z;)— p(z;). (Daca | f(z,)|<0.2, in loc de eroarea

relativa se listeaza eroarea.)
Nota
Programul are scopul de a lista valorile si erorile polinomului de interpolare (in

general, pe alte puncte decét nodurile).

Programul se poate modifica usor, astfel ca sa aiba ca intrare valorile functiei pe
noduri, adica valorile £ (0:n). (In loc ca acestea s fie calculate de functia

definita in fun.f90.)
[
Exemplu:
Consideram functia f(X) =e* —3x%, sinodurile -1, 0, 1, 2, 3, 4.Listim

valoarea si eroarea polinomului, pe mijloacele intervalelor definite de noduri:
-0.5; 05 15 25 35.

Fisierul de intrare/iesire este:

Functia f = exp(x)-3*x*x; 6 noduri.

-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5

f(x): -2.632121 1.000000 -0.2817182 -4.610944
-6.914463 6.598150

Coeficienti c 1ij:

-2.632121 3.632121 -2.456919 0.3110553
0.1336201

4.5919430E-02



1.000000
0.3632172

-0.2817182

-4.610944

-6.914463

6.598150

Z

-0.500000

0.500000

1.50000

2.50000

3.50000

195

-1.281718 -1.523754 0.8455356
-4.329226 1.012853 2.298404
-2.303519 7.908066
13.51261
p(z) Eroare relativa
-8.368891E-02 -5.978E-02 (* eroarea)
0.8673121 3.495E-02
-2.242733 1.128E-02
-6.608934 -6.308E-03
-3.488262 4.025E-02

Graficele functiei si polinomului de interpolare sunt date mai jos.
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Figura 8 — Interpolare: graficul functiei si polinomului de interpolare



UTILITARE

Folder tematic: $ Utilities

Function_expression si width

Function_expression.f90; Function_expression_g.f90;
Function_expression-2.f90; Function_expression_Sys.f90
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Aceste fisiere contin subrutine apelate de programul principal. Ele citesc si returneaza

expresia functiei/functiilor cu care se lucreaza; expresiile sunt citite (in cod Fortran)

din fisierul sursa in care sunt definite functiile. Specificatorul fisierului sursa este

definit in programul principal.

Programului principal scrie expresiile functiilor, in fisierul de iesire si la display.

Subrutinele sunt descrise mai jos.

Parametrii de apel sunt variabile caracter de lungime 132, sau, sau tablouri de astfel

de variabile. (Lungimea 132 se poate modifica).

F_Expr(f_source, f_text)

La metode pentru ecuatii de forma f(x) =0 (Bis, Secant).

Parametri:
f source: specificator de fisier sursa pentru functia f
f text: expresia functiei f

F_Expr_g(g_source, g_text)

La metode pentru ecuatii de forma g(x) =0 (Fix, Aitken)

Parametri:
g_source: specificator de fisier sursa pentru functia ¢
g_text: expresia functiei g

F_Expr(f_source, f_text)

La metode pentru ecuatii de forma f(Xx) =0, care lucreaza si cu derivata f'

(Newton).

Parametri:
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f_source: specificator de fisier sursa pentru functia f i f’

f_text: tablou de dimensiune 2. Expresiile functiilor f gi f’

F_Expr_Sys(f_source, n, f_text)

La metode pentru sisteme de ecuatii neliniare (Fix_Sys, Newton_Sys).

Parametri:

f _source: specificator de fisier sursa

n: ordinul sistemului de ecuatii neliniare

f_text: tablou de dimensiune n. Expresiile functiilor f, sau g,, i=1,n
Nota

Instructiunea de definire a unei functii are forma f = expresie (respectiv,

f1 = expresie pentruderivata lui f). Caracterul £ (sau £1) poate fi precedat sau
succedat, in linia instructiune, de spatii sau tab-uri; acestea se omit la afisare.

Daca utilitarul nu gaseste, in fisierul sursa specificat, 0 astfel de expresie a functiei, se
afiseaza £ = 2 (respectiv, f1 = ?).

width.fo0

Acest utilitar returneaza numarul de cifre iw dintr-o variabild intreaga. Serveste la

tiparirea valorilor intregi cu format in executie de tip I<iw>.

integer function width(n)

Parametri:
n: variabila intreaga
Nota

In programul apelant, trebuie inclusa declaratia integer width m

Grafic

Calculul valorilor unei functii f(x), pe un interval [a, b], cu pasul h.

Programul are ca fisier de iesire valorile X, y, unde x=a+ jh, y = f(x)
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Fisierul de iesire se va utiliza Intr-un program de grafica — pentru reprezentarea

graficului lui f. V. de exemplu, programul GRAPH.

In pofida simplitatii lui, flexibilitatea oferitd de program, il face foarte util pentru

scopul propus.

Fisiere:

grafic.fo0: Subrutina de calcul a valorilor f(x)

Mgrafic.f90:  Programul principal: singura lui functiune este de declara cu atributul

external numele functiilor (definite in functie.f90), si de a apela

subrutina grafic pentru una (sau mai multe) dintre aceste functii.

functie.f90:  defineste functiile de lucru; expresia unei functii poate include un

par.fo0

parametru p;

: modul pentru parametrul functiei.

Datele de intrare se introduc de la terminal si constau in:

i)

Existd p = data caracter: Y sau y, daca functia include un parametru p; orice alt

caracter, in caz contrar.

J) [p, daca exista parametru]

k) valorile a, b, h

I) nume fisier de iesire (fara extensie: programul pune extensia .dat)

Observatii

m) Graficul unei curbe, definita prin ecuatia implicita F(X,y) =0: se rezolva in
raport cu y, gasind y = f(x). Daca existd doud solutii y = f,(x) si y= f,(X),
se vor construi figierele pentru fiecare din functiile f, si f,. Se reprezinta
apoi, ambele functii pe acelasi grafic.
Exemplu: x* +y? =1; se obtine: f (X)=+v1-x* si f,(X)=—v1-x>.

n) Se pot construi, in aceeasi rulare, figierele de iesire pentru mai multe functii:

Pentru aceasta, in Mgrafic, se pun mai multe apeluri call grafic (f1), ...,

call grafic (fn), pentru functiile £1, ..., fn.

Datele se introduc succesiv, pentru fiecare functie (in ordinea apelurilor) m
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