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CURS 6

METODE NUMERICE PENTRU ECUATII DIFERENTIALE
ORDINARE

Partea Il

4 Operatori in mai multi pasi

4.1 Definitii. Operatori liniari

Consideram din nou, problema cu valori initiale (1,2)
x'=f(t,x); x(t) = x" (41)

pentru care se cere solutia pe intervalul [7,,7T], sinodurile ¢, j =0, N (unde
ty =TT ). Notam, ca Inainte, cu x(¢;) solutia exacta si cu x; solutia calculatd in
©)

t;,j=1,1ar x, = x"". Un operator in k-pasi este o formula de forma

X = &(Xps X X s s X 41) 5 (42)

care calculeaza solutia x,,, 1n functie de k valori x,, j=4i,i—1,...,i—k +1

calculate anterior. La primul pas al metodei, aceste valori trebuie determinate

printr-o procedura speciala de start. Dacd x,,, apare in membrul doi operatorul

este implicit, altfel este explicit. In ceea ce urmeaza vom considera numai cazul

operatorilor multi-pas /iniari si cu pas constant h, adica:

- =t,+jh, j=1;

- Functia g este liniara in x;siin f, = f(¢;,,x,), j=i+Li,....i—k+1.
Pentru convenienta, ecuatia (42) se scrie sub forma

o ' '
Xip) = A Xy T Ay X+ T A Xy

(43)
+h(b f (%) D f () + Do f (X 400)

In (43) vom presupune ca cel putin unul dintre @, b, este diferit de zero
(operatorul are k pasi); In rest, oricare alt coeficient poate fi zero. Dacd b, # 0

operatorul este implicit, iar dacd b, =0 el este explicit. Condensat, (43) se scrie:
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k-1 k
X = za;xiwfm + thIfHHMJ izk-1 (43a)
=0 1=0

Observatie

Pentru simplificarea notatiei indexate, sd notam
i+1=k,
rezultd i —k+1=0. Adica:

- Valoarea care se calculeaza este x,, si cele k valori anterioare sunt

Xy s Xpgsenes Xy
(Aceasta nu restrange generalitatea, coeficientii a;,b, nedepinzand de ).
- Momentul curent devine ¢, , iar momentele anterioare sunt ¢, ,...,7,.

Astfel, relatia (43a) se scrie:
k=1 k

X =Y ax,+h).bf, (44)
1=0 1=0

Forma generala a unei metode multi-pas (44) este

k k
Z ax, = hz b, f, (45)
=0 =0

in cares-apus a, =—a,, [ =0,k—1.

In (45) se pun conditiile:

a, =1 (mai general, a, # 0, pentru explicitare in raport cu x, )
|a0| + |b0| =0 (metoda are k pasi).
Explicit:

ayx, +ax, +...+a,_x,_ +a,x, =h(b,f, +b.f,+...+b,_, fi_, +b,x;)
[

Exemple:

1) Metoda mijlocului este definita de formula

xi+1 = xi—l +2hf(ti=xi): 121
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si este un operator explicit in 2 pasi.

2) Metoda trapezului este definita de
h .
XHI =xi +E(f(ti:x[)+f(t[+l’xi+1))7 l ZO
si este un operator implicit intr-un singur pas =

4.2 Ordin
Formula (44) sau (45) se zice “exacta” pentru o functie x(¢) daca, din ipoteza ca
in membrul intai avem x, = x(¢,), [= i,i—k +1, rezultd ca avem si X, =x(t,)
—1n limita erorilor de rotunjire.

Definitie
Daca formula (43) sau (44) este exacta pentru polinoamele de grad p, zicem ca

operatorul are ordinul p (sau, formula are ordinul de precizie p) m

Lucram pe forma (45)

k k
Z a,x; = hzblfl
1=0 =0

Sa presupunem ci cerem ca (45) si aiba ordinul p. In acest caz 1(¢, x(¢)) = x'(¢)
este un polinom de grad p —1. Conditia pusa revine la conditia ca formula sa fie
exactd pentru polinoamele x(¢) =t7, g = @ (acestea alcatuiesc o baza pentru
polinoamele de grad < p). Avem x'(t) = g¢*"' . Putem presupune ¢, = 0

(coeficientii nu pot depinde de ¢, ), avem ¢, = /A, si rezulta:
x, =x(t,)=1"h", q=0;
fi=x't)=ql"'h"", q>1,si f,=0,pentru ¢=0.

Tinand cont de faptul ca termenul al doilea in (44) contine hf, = q/h?, urmeaza ca

h? se va simplifica. Putem pune atunci, # = 1, si avem:

fi=ql", g>1; f, =0, pentru ¢=0.

Inlocuind in (45), rezultd, pentru g =0, 1 sig=2, ... , p:
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1) g=0 (x,=1f=0):

a, =0 (46a)
=0
2) g=1 (x,=Lf =1)
Rezulta, tindnd cont de (45a):
k k
Dla, =Y b =0 (46b)
1=0 1=0
3) g=2,....,p; p+1 (x,:lq,f,:qu_l):
k k
Dlta,—qY 1, =0, g=2,...,p (46¢)
1=0 1=0
k k
D IPa, —(p+1)Y17h, =0 (g=p+1) (46d)
=0 =0
Rezumand, avem conditiile:
k
dy=>a,=0 (g =0)
=0
k k
dlzzlal_zblzo (g=1
1=0 1=0
k k
d,=>1%a,—q) 1"'b,=0, ¢q=2,...p (46)

~
Il
[}
~
I
[=}

k k
d,, = zwla, —(p+l)Zl”b, 0 (g=p+])
=0 =0

in (46)avem 1° =1,1>0.

In particular, formulele explicite pentru ¢ = 0, 1, 2, 3 sunt cele de mai jos, in care

sumele se opresc la termenii de indice £, inclusiv:

dy=a,+a,+a,+a,+a, +...

d =a,+2a,+3a,+4a,+...—(by+b, +b, +b, +b, +...)

d, =a,+4a,+9a, +16a, +...—2(b, +2b, +3b, +4b, +...)

d,=a,+8a,+27a, +64a, +.

..—3(b, +4b, +9b, +16b, +...)
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Observatie

Cu coeficientii din (43), @, =—a,, [ =1,k —1,si a, = a; =1conditiile (46) sunt:

k-1
dy=1-Y a;=0 (g=0)
=0
k-1 k
dy=k-Y laj=> b =0 (g=1)
1=0 =0
k k
d,=k?=>1"a;—q) 1"'h, =0, q=2,...,p
=0 =0

k-1 k
d,,=k""=>1"a;—(p+1)D I"b,#0 (g=p+1)
I=1 1=0
| |

Cu cele de mai sus avem urmatoarea propozitie:

Proporzitie

Ordinul unei metode (45) este numarul natural p pentru care avem

dy=0,d,=0,....,d, =0sid,, #0.

p+l
Coeficientii d, sunt definiti de (46) m
Polinoamele generatoare ale metodei

Polinoamele obtinute prin inlocuirile x,, f, — ' in cei doi membri din (45) se zic

polinoamele generatoare ale metodei, i anume:

p(r)= Zalrl
ljj 47)
o(r)= Zblrl

Observati ca:
dy=p(); d=pHD-cl)m
Consistenta

O metoda pentru care coeficientii verificd primele doua relatii (46) — adica,

conditiile pentru ¢ =0, 1:
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se zic consistentd. Aceasta echivaleaza cu conditia ca metoda sa fie exactd pentru
polinoame de gradul unu. Conditia de consistentd se poate exprima si sub forma

urmatoare, utilizand polinoamele generatoare:
p()=0, p'M)=0c(l). (48)
Exemple-2

1) Reludm metoda mijlocului (Exemple-1), in care k = 2:

Avem: a, =-1,a, =0,a, =1; b, = 2. Rezulta:
dy=a,+a,+a,=0;d,=a,+2a,-b,=2-2=0
d,=a,+4a,-2(0-5,)=4+#0

Astfel, ordinul metodei este p = 1.

2) Metoda trapezului (k= 1):

xi+1 _xi = h(%f;‘Fl +%fi)’ ZZ O

dy=0;d =1-(3+3)=0
d,=a,-2(b)=1-23)=0
d,=a,-3(b)=1-31#0
Rezultap=2m

4.3 Constructia operatorilor in mai multi pasi
Coeficientii in (44), (45) se determina astfel ca formula sa fie exacta pentru
polinoamele de un grad dat. Daca, din conditiiile puse, raiman coeficienti liberi
(parametri), acestia se vor determina astfel ca sa avem indeplinite una sau mai

multe din conditiile:
- Eroarea de trunchiere sa fie cat mai mica;

- Propagarea erorilor sa fie cat mai mica;



- Formula sa fie cat mai simpla, de exemplu unii coeficienti sa fie zero.

In afard de aceste conditii, vom cere ca metoda si fie stabili, v. mai jos.
Determinarea coeficientilor in (45) se face prin una din urmatoarele metode:
- metoda coeficientilor nedeterminati

- prin integrare numerica

- prin derivare numerica

Acestea se expun 1n continuare.

4.3.1 Metoda coeficientilor nedeterminati
Relatiile (46) reprezintd un sistem de p +1 ecuatii in cel mult 2k +1 coeficienti
a,,b, (conform a, =1). Daca numdrul coeficientilor este egal cu p +1 atunci,
sistemul poate fi rezolvat in a,,b,. Dacd acest numar este mai mare decat p +1,

unii coeficienti rdman ca parametri.

Exemple-3
1) Sa determinam metodele 1-pas, de ordin doi (k= 1, si p = 2):

X = agX; +h(b, [ + b f)).
In forma (45), metoda se scrie:
X —agX; = h(b, fi, + by f})

Cu a, =1, ecuatiile (46) sunt: —a, +1=0, 1-(b,+b,)=0, 1-2b =0.Din
acestea rezulta a, =1, b, =b, =1/2, astfel ca metoda cautata este metoda

trapezului:
h
xi+] = xi +5(/Ii+l + ﬁ) .
2) Metode 2-pas, explicite, de ordin 1 (k=2,p=1; b, =0)
X, =ax,+ayx, , +hb,f,.

Sau, in forma (45): x,,, —a,x, —ayx, , = hb, f;. Conditiile (46) sunt

l—ay—a =0,,1-b, =0, astfel ca metoda este
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X == a(’))xi + a(')xi—l +hf,,

in care a, # 0 ramane un parametru m

4.3.2 Metode bazate pe integrare numerica (metodele Adams si Milne)

Integrand ecuatia (41) pe intervalul [z,,7,,,], avem:

K1) = x(0)+ | £ x(0)

Cu k aproximatii cunoscute x,,x, ,..., X, ,,,, pe nodurile ¢,,¢,_,...,¢_,,,, gasim
aproximatiile functiei f pe aceste noduri:

fi=f,x,), j=ii-k+1.

Metode Adams explicite

In membrul doi, inlocuim functia necunoscuti £(¢, x(¢)) cu polinomul de
interpolare Newton pe nodurile ¢,,¢, , ..., ¢, ,,,. (k noduri, polinom de grad £ —1).

Se obtine metodele Adams explicite, referite si ca metode Adams-Bashforth:

kol
Xiyg =X; + hZc, =X thle frefitofi,tefis+.) (49)

=0

Coeficientii ¢, din (49) sunt dati In tabelul urmator, pentru k=1, 2, 3, 4.

Coeficientii pentru ¢, pentru metodele Adams explicite — ecuatia (49)

kol i Jia Jis Jis
1|1

2 |32 172

32312 -16/12 | 5/12

4 [5524 -59/24 | 3724 -9/24

5 [ 1901/720 | -2774/720 | 2616/720 | -1274/720 | 251/720
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De exemplu, metoda pentru k = 4 este:

X =X, + 2}1—4(55]2 -59f, ,+37f.,—9f,;). Formulele (49) sunt de tipul (44),
cua,=1la,=0,l21,51b,=0,b =c,.

Ordin:

Metodele Adams explicite au ordinul p =k .

Metode Adams implicite

Analog, cu aproximatiile f; = f(¢,,x;) pe nodurile ¢,,,,7,,...,¢,, ., utilizam
polinomul de interpolare pentru f.(k + 1 noduri, polinom de grad k).

Se obtin metodele Adams implicite, referite si ca metode Adams-Moulton:
k

Xig =X+ hzclf;ﬁrl—l =x, thcgfiytefitefitefi,+.0) (50)
=0

Pentru k=0, 1, 2, 3, 4, coeficientii din (50) se dau in tabelul urmator:

Coeficientii ¢, pentru metodele Adams implicite — ecuatia (50)

kol fia Ji Jia Jia Jis

0o [1

1|12 12

2 [ 512 8/12 -1/12

3 [ 9024 19/24 -5/24 124

4 [251/720 | 646/720 | -264/720 | 106/720 | -19/720

Cazul special k = 0 produce metoda Euler implicita: x,,, = x; + Af,,,. Formulele
obtinute sunt de tipul (44) —cu a, =1,a, =0,/ 21, 51 b, =c,,, . Metodele
implicite au o precizie mai mare decat cele explicite. Determinarea lui x,,, din

formulele de mai sus, se face cu o metoda pentru ecuatii neliniare (de exemplu,

pentru 4 = mic, metoda punctului fix).

Ordin:
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Ordinul metodeieste p=k+1 m

Metode Milne-Simpson (implicite)

Ecuatia (41) se integreaza pe intervalul [¢, ,, ¢,,,], obtinand
lis

x(t,) = (1) + [ £t x(0) dt

Sub integrald, inlocuim f'cu polinomul p, utilizat in metodele Adams implicite

(polinomul de interpolare pe nodurile 7, ,...,7, ;).

Se obtin metodele:

k
X =X+ hzcl 1=l (51

=0

Coeficientii ¢, In (51), pentru k=0, 1, 2, 3, 4, sunt dati mai jos.

Coeficientii ¢, pentru metodele Milne-Simpson — ecuatia (51)

K Jir | i Jio | S | i

0 2

1 0 2

2,3 1/3 4/3 1/3

4 29/90 | 124/90 | 24/90 | 4/90 -1/90

Metoda pentru k = 2 este numita metoda Milne, si este data de
h
Xig =X T E(fm +a4f+ fia)-

Ordin:

Metodele Milne-Simpson au ordinul p=k+1 m

4.3.3 Metode bazate pe derivare numerica (BDF)

In metodele anterioare s-a integrat ecuatia (41) si s-a utilizat polinomul de

interpolare pentru functia f{¢, x(¢)). Consideram acum ecuatia (41), si polinomul de
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interpolare pentru functia x(f), pe nodurile ¢,,,¢,,...,¢,_,,, st valorile x,,,...,x, .,

(polinom de grad k):
Avem:
k 1 )
Z_.ijm = hﬁﬂ (54)
j=1J

Formulele (54) se numesc “formule de derivare inapoi” (backward differentiation
formulae) si metodele cu aceste formule se zic metode BDF. Ele se utilizeaza in

integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale rigide — v. 5.

Formulele (54) explicitate In termenii x,,, , sunt:

k
zclxm—l = hfi+1 (54)
=0

Pentru k = 1,6, coeficientii ¢, sunt dati mai jos. Pentru k> 6, metodele BDF sunt

instabile (Hairer et al. (1987)).

Coeficientii ¢, pentru metodele BDF — ecuatia (54")

k X, X, X, X, X, 4 X, 4 X, s

1 1 -1

2 3/2 -2 1/2

3 11/6 -3 32 -1/3

4 25/12 -4 3 -4/3 1/4

5 137/60 | -5 5 -10/3 5/4 -1/5

6 147/60 | -6 1572 -20/3 15/4 -6/5 1/6
Ordin:

Metodele BDF au ordinul p =k m
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4.4 Stabilitatea metodelor in mai multi pasi

Stabilitatea metodei analizeaza comportarea solutiei pentru n — cosi 4 — 0, cu

conditia nh = constant (nh = TT —t, = lungimea intervalului de integrare). Pentru

h — 0, din (43") se obtine:

Xig = @oX; = X~ = @ Xy =0 (55)

“Xx,,,” din aceasta ecuatie, poate fi interpretat ca solutia data de metoda, pentru
ecuatia diferentiala x'=0.
Pentru a rezolva ecuatia liniara (si omogena) cu diferente (55), cautdm solutii de

forma x; =7’ . Inlocuind, obtinem

i+1 j i—1 i—k+1
r—agr —ar —.arT =0,
si impartind cu "' rezultd
p(ry=r"—ap™ —ar"? -...a,_, =0, (56)

Remarcam ca p(r) este primul polinom generator definit in (47). Fie r,, v =1k
radacinile polinomului p(7). Daca radacinile sunt simple, un sistem de solutii

fundamentale este {r,’,...,r”}, si solutia generala este o combinatie liniara de

acestea:
k .

X; :zcjvrvf, j=i+1l,...,i—k+1.
-1

Daca exista radacini multiple 7,, cu ordinul de multiplicitate m, > 1, un sistem de

-m

.. A o e o e . v_l .
solutii fundamentale corespunzéand radacinii 7, sunt {r,, jr,,..., j" " r,} . Solutia

generala are forma

Il
M~

pjv (])rv/ s

J

14

in care p,, (/) sunt polinoame de grad m, —1 n;. In ambele cazuri, pentru ca

solutia sa ramand marginitd pentru n — oo, trebuie ca radacinile ecuatiei (56) sa se

situeze In discul unitate (| 7 |< 1), iar rddacinile de modul 1 sa fie simple.



41

Remarcam ca, pentru metode consistente polinomul p(r) are intotdeauna o

radacind » =1, conform (48).

Definitie
Metoda multi-pas (43) se zice stabila, daca polinomul generator p(r)

satisface conditia de raddacini, si anume:

a) Radacinile sunt situate in discul unitate: |7, [<1;
b) Radacinile de modul 1 sunt simple: daca |7, |=1, atunci p'(r,) #0 m

Exemple
1) Stabilitatea metodelor Adams (§ 4.2.2):

Polinomul generator pentru metodele Adams (explicite si implicite) este

p(r) =r" —r*'. Radicinile sunt » = 1 — simpla, si » = 0 — multipla de ordinul

sunt stabile.

2) Stabilitatea metodelor Milne-Simpson (§ 4.2.2):

Polinomul generator p(r) = r* —r*~ satisface conditia de ridicini, si deci,
metodele sunt stabile. Existenta radacinii » = -1 duce insa la fenomenul de

“instabilitate slaba” — v. Hairer & Wanner (1991).

3) Stabilitatea metodelor BDF (§ 4.2.3):

Se aratd ca metodele BDF sunt stabile pentru k£ < 6, si instabile pentru k> 7.
[

Ordinul maxim al unei metode stabile

Ordinul maxim pentru care metoda este stabild este dat de urmatorul rezultat

datorat lui Dalquist, si numit “prima bariera Dalquist”.

Propozitie

Ordinul p al unei metode liniare 1n k-pasi stabila, satisface:
a) p<k+2...pentru k= par

b) p <k+1 ... pentru k = impar
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c) p<k ...pentru b, <0 (in particular, pentru o metoda explicita) m

4.5 Convergenta metodelor in mai multi pasi

Consideram din nou, problema cu valori initiale (41), In care presupunem ca

f(¢,x) satisface conditiile din sectiunea 6-1, 1, si in consecinta problema are
solutie unicd. Consideram integrarea numerica pe intervalul [¢,, 77'], inclus In
intervalul de existenta a solutiei. Reamintim c@ notdm prin x(¢;) si x;, respectiv
solutia exacta si calculatd pe punctul ¢, =, + jh . Pentru ceea ce urmeaza vom
presupune ca vrem sa calculdm solutia pe punctul fixat ¢ € [t,,1T], cu pasi & din
ce in ce mai mici. Punem atunci: ¢ —¢, = nh = constant, siavem n = (t—t,)/h,
astfel cd 7 — 0 < n — oo. Notam cu x, (%), solutia calculatd pe punctul fixat ¢,

cu pasul /4. Convergenta va cere ca, sub anumite ipoteze, sa avem limita:

lim x, () = x(#)

t=fixat

Practic, pentru a calcula x, (), utilizim metoda (43) In care punem ¢ = ¢

i+l

n=i+1,si (i+1)h=t,, —t, = constant. In acest caz vom scrie x,,, (%) in loc de
xti+l (h) *

Definitie
1) Metoda liniara multi-pas (43) se zice convergenta daca, pentru orice

problema cu valori initiale (41), urmatoarea conditie este indeplinita:

Daca valorile de start x () (pe punctele 7,, 0 < j <k —1), satisfac
x(t,)-x,(h)—>0  ..pentru h—>0, j=0k—1

atunci avem si

Vtelt,, TT], t = fixat, x(t)—x,(h) >0 ... pentru 7 —> 0.

2) Metoda se zice convergentd de ordinul p daca, pentru orice problema (41)

cu f'suficient derivabila, existd constantele pozitive 4, C,, C, astfel ca sa

avem:

Daca valorile de start satisfac
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| x(;)—x,(h)||< Coh” ...pentru h<h,, j=0,k—1
atunci
Vtelt,,TT], t = fixat, |x(£) = x,(h)||< Ch” ...pentru h < h,.

Rezultatul principal din urméatoarele teoreme este ca proprietatile de consistentd +
stabilitate ale unei metode, sunt conditii necesare si suficiente pentru convergenta

acesteia: Convergenta <> Consistenta + Stabilitate.

Teorema 1

Daca metoda (43) este convergenta, atunci ea este stabila si consistenta m

Teorema 2
1) Dacd metoda (43) este stabila si de ordinul p = 1 (adica, consistentd),

atunci ea este convergenta.
2) Daca metoda (43) este stabila si de ordinul p, atunci ea este convergenta de

ordinul p m

4.6 Stabilitate relativa si stabilitate slaba

Consideram ecuatia de test

x'=Ax, x(0) =1
care are solutia x(¢) = e”.

Definitie
Fie o metoda (43) consistenta, si 7, raddcina principala a polinomului

caracteristic (57). Metoda se zice:

- Relativ stabila pe intervalul [«, £#]30, daca pentru orice 44 n acest

interval, radacinile polinomului caracteristic satisfac conditiile:

|n(hA) S| R ()], v=Tk~1 (61a)
si, dacd |7, |=|r, |, atunci 7, este rdddcind simpla. (61b)

- Absolut stabila pe intervalul [«, f]dacd, pentru orice 4 in acest interval:
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I (hA)|<1, v=0,k-1 (62)

- Metoda satisface conditia tare de radacini, daca:

17(0)|<1, v=Lk-1 (63)

O metoda stabila dar care nu este relativ stabila, se zice slab stabila.

Observatii

Stabilitatea absolutd poate avea loc numai in cazul 4 <0 (mai general, A are
partea reald negativa) — v. relatia (60). In acest caz, stabilitatea absoluta

echivaleaza cu conditia ca 7; — o0 = x, - 0.

Conditia tare de radacini implica stabilitatea relativa: cu 7,(0) =1, conditia
(63) se scrie | r,(0) |< 7,(0), iar din continuitatea raddcinilor ca functii de A4,

rezulta ca aceasta are loc pe o vecinatate a lui 0. Reciproca nu este, in general

adevarata.

Intrucat definitiile anterioare se aplica si la sisteme, A se considera, in general,
complex. Multimea valorilor 24 pentru care au loc (60), respectiv (61), se zic
regiunea de stabilitate relativa, respectiv absolutd, ale metodei. Determinarea
regiunii de stabilitate absolutd este mai simpla decat cea de stabilitate relativa,
si ea se poate face pe criterii algebrice (Hurwitz-Routh, Schur — v. Ralston &
Rabinowitz (1978)). Regiunile de stabilitate absoluta (in planul complex),
pentru metodele Adams-Bashforth si Adams-Moulton sunt reproduse in
Atkinson (1978). Din aceste diagrame rezulta ca, cu cat ordinul este mai mare,
regiunea de stabilitate este mai mica — v. si Exemple-3. Totusi, chiar pentru
ordine mari, | 24 | ramane relativ mare, si nu introduce restrictii majore asupra

lui 4, cu exceptia cazului in care | 4| este “mare” m

Exemple

1.

Metoda mijlocului este datd de x,,, = x, , +2Af(¢,,x,), i>1,sicu
f(t,x)=Jx devine x,,, = x, , +2hAx, . Polinomul caracteristic este:

r* —=2(hA)r—1=0.Punem A =-K ,unde K > 0, si avem
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r (hK) =—hK £ \(hK)? +1 . Metoda este stabild (| r | < 1) pentru 4K < 1, dar

avem |7, |>|r, |, deci metoda nu este relativ stabila.

2. Metodele Adams: Verificam conditia (62). Pentru A = 0, polinomul

caracteristic este p(r) =r" — "™, curddicinile r, =1 si 7, =0,v =L,k —1.
Conditia tare (63) este satisfacuta si deci, metoda este relativ stabila.
3. Sa determinam intervalul (presupunem A real, si negativ) de stabilitate

absoluta pentru metodele Adams-Moulton k=2, k=3 (de ordinele 3, 4) —v.

Tabelul din 4.2.2. 1 se inlocuieste cu Ax, . Pentru metoda k=2 avem:

X, =x, +hA(5x,,, +8x, —x,,)/12. Punem hA=z (z<0) si

i+l
X, =Lx_=r,..,rezultd p(z)=(12~-52z)r> + (12 +8z)r + z. Conditiile
pentru | 7| <1 sunt: A>0; p(-1)>0; p(1) > 0; -1 < (6+4z)/(12-5z) <1, care

conduc la—6 <z<0.

Pentru metoda k=3 avem x,,, = x;, + hA(9x,,, +19x, = 5x, , + x,,)/24. Cu
notatiile anterioare avem p(z) = (24 —9z)r’ — (24 +19z)r” + 5zr — z . Conditii
necesare pentru | 7 | < 1 sunt (avem z < 0): p(-1) <0; p(1) > 0, care conduc la
—3 <z <0. Se arata ca acesta este rezultatul final. (Exercitiu: verificati ca

p'(r)>0,Vz<0.)m

4.6 Eroarea de trunchiere

Consideram metoda in k-pasi (44), in care punem acum x'(z) = f(¢, x(1))
k-1 k-1

Xy =Dax,  +hY bxl,, izk-1 (64)
=0 [=—1

2 . ’ . .. . ’ 2 . ’
In (64), x; si x) suntaproximatii pentru x(¢;) si x'(¢;). Inlocuind x;, x’; cu
valorile exacte, formula va avea o eroare pe care o notdm 7},, si care reprezinta

eroarea de trunchiere locald pe pasul i+1:
k-1 k-1

x(t,) = zalx(ti—/) + hzbl'x,(ti—l) +T1,, (65)
1=0 I=-1

Presupunem cd avem 7., = 0, pentru cazul cand x este un polinom de grad <p

(ordinul metodei este p).

a.ch. — Noiembrie 2008
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Se arata cd eroarea 7,,, are forma

T:'Jrl = dphpﬂx(p-*-l)(g)’ é: € (ti—k+l’ ti+1) (69)

Expresia coeficientului d, se da mai jos.

(p+D'd, =k"" —fa,(k—l—l)”*1 —(p+1)ki‘2‘b,(k—1—l)" (74)
1=0 =
Explicit:
(p+DVd, =k"" —ay(k-1)"" —a,(k-2)"" -...—a,_, -1 (74)
—(p+D[b k" +by(k=1)" +b,(k=2)" +...+b,, -1]
|
Exemple

1. Metode Adams-Bashforth (p = k):

Nr. pasi | Ordin | Coeficient
k )4 d,

1 1 1/2

2 2 5/12

3 3 3/8

4 4 251/720

2. Metode Adams-Moulton (p = k+1):

Nr. pasi | Ordin | Coeficient

k p dp

1 2 -1/12

2 3 -1/24

3 4 -19/720

4 5 -3/160
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4.7 Metode predictor-corector

4.7.1 Predictori si corectori

Eroarea unei metode de ordin p este data de (69). Pentru o ecuatie data, la acelasi

pas si acelasi ordin, mdrimea erorii este data de |d, |, unde d ,este dat de (74). in
general, [d, | este mai mic pentru o metodad implicita decat pentru una explicita.

Un exemplu 1l constituie metodele Adams — compara valorile din exemplele 1 si 2
de mai sus. Astfel, este preferabil a se determina solutia cu o metoda implicita.

Aceasta are forma generald x,,, = g(x,,,,...,X, ,,,) sl determind solutia pe un pas
cu o metoda iterativa pentru rezolvarea ecuatiei in x,,,. Astfel, se cere o estimare

a aproximatiei initiale (la fiecare pas). Cea mai buna cale este de a calcula aceasta
aproximatie cu o metoda explicitd — care va fi numita predictor. Apoi se va
“corecta” valoarea prin iteratie in metoda implicita — aceasta va fi numita
corector. Metoda obtinuta prin cuplarea unui predictor si a unui corector, se va
numi o metoda predictor-corector. Criterii pentru alegerea predictorului si

corectorului se vor discuta in 4.7.4.

4.7.2 Convergenta iteratiei de punct fix

Explicitand in membrul doi termenul in x, ,, metoda (64) se scrie:

i+l

k-1
Xipp = Z(alxi—l +hbx[ ) +hb_ f(t.,x,,)=g(x,) (75)
1=0
Sa rezolvam (75) prin metoda punctului fix. Fie la pasul i +1 (fixat) estimarea

1)

i+1°

(0)

i+1

(0)

x;,, alul x,,,, cu aceasta calculam f'(z,,,x;,/) si inlocuim in (74) obtinand x

i+1°

etc. In general, la pasul j al iteratiei avem:

k-1
x4 = z(alxi—l +hbx[ )+ hb  f(t,,,x), j=0 (76)

i+l i+l
1=0

si remarcam ca de la pasul j la pasul j+1, suma din membrul doi nu se modifica.

(0)

i+1 *

Conditia de convergenta in (76) este | g'(x) |[< A <1, pe o vecinatate a lui x

Avem

a.ch. — Noiembrie 2008
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g'(x) = b, %

Presupunand cd derivata df /Ox este marginita intr-o vecinatate / a lui (z,,,, x")

care contine punctele (z,,,,x"/)):
‘M <A, (tx)el (77)
Ox

rezulta ca trebuie sa avem:
hb A <1 (78)

Mai mult, rata convergentei este 4b A4, astfel ca pentru o iteratie rapida vom cere
si avem hb_ A <<1.In (78) s-a presupus b_ >0, ceea ce are loc pentru toate

metodele considerate anterior. Pentru convergenta pe orice pas (i+1) corespunzand

lui ¢, €[t,,TT],in (77)se valua I =[t,,TT].

Observatie

Pentru ecuatii diferentiale rigide (v. 5), unde A este “mare”, nu putem avea (77)
decat pentru un pas 4 excesiv de mic. In acest caz se va utiliza, in loc de iteratia de

punct fix, metoda Newton

4.7.3 Estimarea de tip Milne a erorii. Modificarea pasului

Diferenta intre valoarea corectatd x'¢) si valoarea prezisd x'"), constituie o

estimare a erorii pe pasul i+1, numita estimare de tip Milne:

_x©

i+l

(¢)

i = Xiq

1+

Daca in raport cu o toleranta fo/ impusa, avem:

- e, |Stol: x este acceptatd (ca aproximatie pentru x,,,) si calculul

i+1

continud. Daca | ¢, , |<< tol, pasul 4 poate fi marit — pentru calculul valorii

i+1

urmatoare x,,, .

- |e&,, |>tol: x') nueste acceptatd si se recalculeazi cu un pas 4 mai mic;

Utilizarea estimdrii de mai sus este insa supusd conditiei ca predictorul si

corectorul sa aiba acelasi ordin.
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4.7.4 Eroarea de trunchiere a metodei predictor-corector

Fie predictorul si corectorul definiti de (44), explicita si respectiv implicita:

x = Zalx, , + hz Bif - predictor (79a)
Za X, + th fi, +hb f(t,,x)  -corector (79b)

si presupunem ca facem o singura iteratie in corector adica, aplicam (79b) cu

(1)

x;,, - Eroarea de trunchiere a

valoarea x'") furnizatd de (79a), obtinand x,,

metodei (79a, b) se obtine cum urmeaza.

Eroarea de trunchiere a metodei predictor-corector este de ordinul erorii de

trunchiere a corectorului. Pentru aceasta trebuie sa avem:

unde p” si p© sunt ordinele predictorului, respectiv corectorului.

4.7.5 Alegerea predictorului si corectorului. Exemple
Alegerea predictorului este legatd de o cAt mai bund estimare a lui x(”) . Intre
predictori de acelasi ordin, criteriul este coeficientul d, al erorii (cat mai mic).

Alegerea predictorului este mai putin critica decat cea a corectorului. Alegerea
corectorului este dictata in principal de proprietatile lui de stabilitate. Intre
corectori de acelasi ordin, criteriile de alegere sunt: coeficientul erorii (cat mai
mic) si regiunea de stabilitate absoluta (cat mai mare). Daca predictorul este
suficient de exact — v. 4.7.4 , ordinul metodei predictor-corector este ordinul

corectorului (daca ar fi utilizat singur).

Vom da citeva exemple de metode predictor-corector, dintre cele mai utilizate. In

predictor, notadm:

F = f )

Primul exemplu este cel al unei metode de cel mai mic ordin (corector 1-pas,
p=2).

0. Metoda de ordin 2:

a.ch. — Noiembrie 2008
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Predictor (Euler, ordin 1):
x = x, +hf

I+1

Corector (Metoda trapezului, ordin 2):
XV = x4 (f +fit)

1. Metodele Milne si Hamming

Predictor (ordin 4):
X = (f fii+2f5)

Corector (Milne, ordin 4):

i+l i+1

X :xi—l+§( '(j)+4fi+fi-1), J20

Coeficientii erorii sunt: 14/45 (predictor) si -1/90 (corector).

Corectorul nu este 1nsa relativ stabil, pentru valori 4> 0 (ecuatia de test este

x'=Ax —v.§44).

O modificare a corectorului conduce la metoda Hamming care este stabila pentru

hA<0.69. Corectorul devine:

O = O 4 12 _(0))

X, =x, +5r(x —x - modificare

LU (9x — X, 2)+—(f,(’) +2f,—f.,) - corector

H—l

unde [ este calculat in valoarea modificatd X .

2. Metode Adams — ordin 4:

Predictor (Adams-Bashforth, ordin 4):
X =X+ —(55f 59 fi0 +37f5 = 9/15)
Corector (Adams-Moulton, ordin 4):

X" =x, ey (9f,(” 19, =5fia + fia)
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3. Metode Adams — ordin 5:

Predictor (Adams-Bashforth, ordin 5):
x 0 =x + %(1901]‘1. =2774f, , +2616f, , —1274f, , +251f, ,)
Corector (Adams-Moulton, ordin 5):

i+1

XU = x, +%(251 D) 4646 f —264f_, +106f_, —19f.,)

4.7.6 Implementarea metodelor predictor-corector

Implementarea clasica urmeaza, in principal, doua scheme:
a) PECE: Predictie — Evaluare — Corectare (1 iteratie) — Evaluare

Aceasta Tnseamna, pe un pas i +1:

(0)

1. x;,] este estimat de predictor; (P)

o

Se calculeaza f (tl.H,xffl) ; (E)

3. Se face o singurd iteratie in corector, rezultd x'!); (C)

i+l
4. Secalculeaza f;,, = f(t,,,x,,) (daca pasul este acceptat). (E)
Schema conduce la 2 evaluari de functii pe un pas — sub-pasii 2, 4. Daca

predictorul este de ordin < (ordinul corectorului — 1), eroarea de trunchiere a

schemei este de ordinul erorii corectorului.
b) P(EC)™:

1) x este estimat de predictor; (P)

i+1

2.0) Testare | x\//” — x'7) |< tol . Daci este satisficutd, se trece la pasul i+2.

i+1 i+1

Daca nu, se face:

2.1) Evaluare: £ = f(t.,,,x?); (E)

i+l i+l />

2.2) lterare in corector: rezultd x//", si se revine la pasul 2.0. ©)

M este numadrul de iteratii pe pasul 7 +1, si poate varia de la un pas la altul.

Schema (b) conduce la M evaludri de functii pe un pas, dar numarul total de

a.ch. — Noiembrie 2008
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evaludri de functii (pentru intregul interval de integrare) poate fi mai mic decat in

schema (a), si in acest caz, schema (b) este mai eficienta.

Observatie
O alta schema (c), consta n a impune un numadr fixat de iteratii M in schema (b).
In acest caz, la pasul 2.0 se testeaza daca numdrul de iteratii = M. In cazul
satisfacerii testului 2.0, pasul este urmat de evaluarea 2.1. In acest caz, schema se

simbolizeaza prin P(EC)VE. Cazul M = 1 revine la schema (a) m
Stabilitate:

In schema (a) — PECE, utilizarea unei singure iteratii modifica caracteristicile de
stabilitate ale metodei in raport cu cele ale schemei (b), si stabilitatea este
influentatd de predictorul utilizat. Concret, schema (a) micsoreaza regiunea de
stabilitate pe care o are corectorul utilizat singur. in schema (b) — P(EC)Y, iterarea
pana la convergenta nu modifica stabilitatea metodei §i aceasta nu este influentata
de predictorul utilizat. V. o discutie mai ampla in Ralston & Rabinowitz (1978), si

reprezentari ale regiunii de stabilitate pentru schema (a) in Hairer et al. (1991).

Observatie
Codurile care implementeaza aceste scheme utilizeaza procedeul pas variabil —
ordin variabil (abreviat VSVO), adica in functie de un test pe un pas i +1 acceptat,

la pasul urmator se poate varia atat ordinul metodei cat si marimea pasului m

4.7.7 Determinarea valorilor de start
La primul pas (i = 0), metoda in k-pasi cere k valori de start x,,x ,,...,x_,.,.
x, = x'* este dat de conditiile initiale, dar pentru celelalte valori trebuie utilizata

o procedura de determinare. Aceasta poate fi:
a) Seria Taylor

b) Metode Runge-Kutta

¢) Metode multi-pas de ordin mai mic

(a) Se utilizeaza desvoltarea lui x(¢) in serie Taylor, in jurul lui ¢, :

x(t, + jh) = x, + jhx, +

7\2
(J;) X+ j=—l—k+1
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Derivata x, se calculeaza, cu conditiile initiale, din ecuatia data x" = f'(z,x),

iar derivatele x" = x""(#,) — prin derivarea ecuatiei. Desvoltatea in serie se

face pana la termenul de ordinul p inclusiv, unde p este ordinul metodei.

(b) Metodele Runge-Kutta sunt auto-start si pot astfel furniza valorile de start. Se

va utiliza o metoda al carei ordin este egal cu ordinul metodei multi-pas.

(¢) Procedurile a, b, au fost utilizate inainte de aparitia implementarii metodelor
VSVO (pas variabil - ordin variabil). In acestea din urma, se incepe integrarea
cu o metoda 1-pas (v. Exemplul 0 in 4.7.5) care calculeaza x,, si se continud
cumetode 1n 2, 3, ..., (k-1) pasi. Cu cele k valori calculate, se continua cu

metoda 1n k-pasi. Astfel, aceste metode devin metode auto-start.

4.8 Comparatia metodelor predictor-corector (PC) cu metodele Runge Kutta
(RK)

Comparatia se face luand in considerare urmatoarele criterii:
a) Necesitatea valorilor de start;

b) Precizie;

¢) Numar de evaluari de functii / pas;

d) Numarul de evaluari suplimentare de functii, necesare pentru controlul erorii

locale de trunchiere.

(a) Metodele R-K sunt auto-start, pe cand metodele PC cer o procedura pentru
valorile de start. Totusi, In implementarea predictor-corector, ordin variabil-

pas variabil, metodele PC devin auto-start.

(b) La ordine egale, precizia metodelor RK este usor superioara. Compara

rezultatele din 4.9 (v. mai jos) cu cele din 3.3.9.

(c) Pentru metodele RK, numarul de evaluari/pas este > ordinul metodei. Pentru
metodele PC, in implementarea PECE acest numadr este 2, dar in
implementarea P(EC)", respectiv P(EC)"E, acesta depinde de numarul M de
iteratii (fiind egal cu M, respectiv M+1).

(d) Controlul erorii locale de trunchiere: cere evaludri suplimentare in metodele

RK, in timp ce la metodele PC nu cere evaludri suplimentare.

a.ch. — Noiembrie 2008
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Codurile actuale se orienteaza mai mult spre metodele RK, sau metode de tip
similar pentru ecuatii diferentiale de ordinul doi (metodele Nystrom) — cu

exceptia ecuatiilor diferentiale rigide, pentru care se utilizeaza metode BDF si

metode RK implicite.

4.9 Exemple numerice

Vom relua problema celor doua corpuri din 3.3.9, pentru e = 0.9, calculand solutia

pe [0, 20] in dubla precizie, cu urmatoarele metode predictor-corector:

- Adams de ordinele 4 si 5 (4.7 — Exemplele 2 si 3), cu pas constant si cu 1

iteratie 1n corector — utilizand codul din Anexa, 4.2.

- Adams, ordin variabil-pas variabil, ordinul < 12, lucrand cu subrutina
DIVPAG din IMSL. S-au considerat doua cazuri: ordinul < 5, si < 12.
Intervalul de integrare s-a impartit in 20, respectiv 200, sub-intervale.
Rezultate mai precise se obtin pentru 20 sub-intervale (pasul maxim este astfel
L.).

Rezultatele se dau 1n tabelele urmatoare.

e =0.9, Metoda Adams ordin 4, pas constant: Erori absolute extreme la # = 18.84

Pasul Eroarea absoluta Nr. apeluri
h Maximd (x) Minima (x) DERIVS
0.01 3.65 DO’ 3.30D-1" | 4010
0.001 2.70 D-2 1.14 D-5 40010
0.0005 2.09 D-3 1.14 D-6 80010

" Eroarea maxima are loc in J si cea minima in y.

e =0.9, Metoda Adams ordin 5, pas constant: Erori absolute extreme la # = 18.84

Pasul Eroarea absoluta Nr. apeluri
h Maxima (x) Minima (x) DERIVS
0.01 4.29 DO 297D-1" | 4013
0.001 6.64 D-4 3.69 D-7 40013
0.0005 3.33D-5 1.86 D-8 80013

" Eroarea maxima are loc in y si cea minimi in x .
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Exemplele din tabelele anterioare s-au rulat i iterdnd 1n corector pana la
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convergentd, cu toleranta fol = 1D-10 (pentru iteratia de punct fix). Ordinul erorii

a fost aproximativ acelasi, iar numarul de iteratii a crescut nesemnificativ: de

exemplu, pentru Adams ordinul 5, # = 0.001, valorile din tabelul de mai sus sunt:

1.71 D-4,9.85 D-8,40942 m

e =0.9, Metoda Adams, ordin maxim 5, ordin variabil-pas variabil (DIVPAG):

Erori absolute extreme la ¢ = 18.0

Toleranta Eroarea absoluta Numar Numar
TOL Maxima (x) Minima (y) | depasi | apeluri FCN

1 D-10 1.11 D-6 1.05 D-8 2437 2577

1 D-15 6.84 D-11 4.44 D-13 16276 16424

e =0.9, Metoda Adams, ordin maxim 12, ordin variabil-pas variabil (DIVPAG):

Erori absolute extreme la = 18.0

Toleranta Eroarea absoluta Numar Numar
TOL Maximd (x) Minima (y) | depasi | apeluri FCN
1 D-10 2.07 D-07 1.44 D-08 1611 1760
1 D-15 6.28 D-12 3.25D-13 4228 4417
Observatii

- Pasul maxim care a putut fi utilizat de DIVPAG a fost 1, adica lungimea sub-

intervalului (nu s-au impus nici pasul maxim, nici pasul minim, care pot fi
specificati in parametrii de intrare hmax, hmin). Aceasta explica numarul

redus de pasi cu care lucreaza rutina chiar pentru 7OL foarte mic.

- TOL este un parametru care serveste la controlul normei erorii locale, astfel ca

eroarea globala sa fie proportionald cu 7OL. Norma aleasd in exemplele de
mai sus a fost norma-oo. TOL si tipul de norma sunt parametri de intrare ai
rutinei DIVPAG (in tabloul param). A nu se confunda parametrul 7OL cu

toleranta fol pentru iteratia de punct fix in 4.7.6.

a.ch. — Noiembrie 2008
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5

- Se observa superioritatea implementdrii in forma ordin variabil-pas variabil,

cu controlul erorii, fatd de implementarea cu pas fix.

- Comparand rezultatele cu cele obtinute prin metoda Runge-Kutta 8(7) — v.
3.3.9, se constata o precizie mai mare a acesteia din urma, cu pretul unui
numdr mai mare de evaluari de functii: de exemplu, pentru toleranta 2.22D-15,
ordinul erorii este in plaja D-13 ... D-14, la un numar de 1380 pasi si cca.

18000 evaluari m

Ecuatii diferentiale “rigide”
Vom face in continuare o scurtd introducere in problematica ecuatiilor diferentiale

rigide. Pentru o tratare extensiva trimitem la tratatul Hairer et al. (1991), dedicat

integrarii ecuatiilor diferentiale rigide.

In aplicarea unei metode numerice, dimensiunea pasului se alege dintr-o conditie
de precizie a solutiei, impunand o toleranta pentru eroarea de trunchiere locala. De
obicei, pasul rezultat este in regiunea de stabilitate a metodei. Daca nsa
dimensiunea pasului este dictatd mai degraba de conditia de stabilitate decat de

conditia de precizie, zicem ca avem o problema rigida.

Exemplu -1

Sa consideram urmatoarea problema:
x"+101x"+100x =0; x(0)=1,x'(0)=0

Punand ecuatia sub forma unui sistem de ordinul intdi, avem

x'=u, u'=-100x—-101u; x(0)=1,u(0)=0,

: i T - 0 1
sau matriceal, X' = Ax,unde x =[x u] ,iar A = )

-100 -101

Valorile proprii ale lui A sunt 4, = -1, 4, =—100. Solutia exacta este de forma
x(t)=Ce" +C,e™ (84)
si cu conditiile initiale date rezulta
x(t) =1L — L, (85)

-100¢

Termenul in e tinde rapid spre 0 (se amortizeaza): de exemplu, pentru = 0.1

10

avem e '’ =4.54 %107, astfel cd pentru > 0.1 avem:
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xX(f) ~ 0 e (86)

Solutia data de al doilea termen din (85) zice tranzitorie. Solutia (86) reprezinta
solutia stationard. Pentru ¢ suficient de mare (de exemplu, > 0.1), solutia
tranzitorie nu mai contribuie la solutia (85), dar determina stabilitatea metodei.
Chiar si 1n cazul in care termenul al doilea dispare din solutia (84) — conditiile

initiale sunt astfel ca rezultd C, = 0 — valoarea proprie 4, determina intervalul de

stabilitate al metodei. Intr-adevir, sa presupunem ci integram sistemul cu metoda
RK4. Intervalul de stabilitate absoluta a metodei este (v. 3.3.9): -2.785296 < hA <
0, sau 0 < A(-1) < 2.785296, ceea ce conduce (pentru A,) la & < 0.02785. Intrucat

ordinul erorii globale a metodei RK4 este 4*, dacd am vrea si calculdm solutia cu
o eroare de ordinul 10, ar fi suficient un pas de ordinul # = 0.1 — care este insa in
afara intervalului de stabilitate. Intr-adevar, calculand cu 4 = 0.025 (pas constant)

se obtine x(10) = 4.5858514950 E-5 care are o eroare de —6.21E-13, in timp ce cu
h=0.28 si 0.3, rezulta respectiv x(9.996) = -2.74.. . E+1, si x(9.990) = -

1.1459...E+44 — care probeaza instabilitatea m

Fie un sistem liniar x' = Ax , de m ecuatii, i A, valorile proprii ale matricii A.

Faptul ca sistemul este rigid se defineste prin urmatoarele conditii:

Re(4)<0, i=Lm

max | Re(4,) [>> ngin |Re(4,) |

Cu alte cuvinte, sistemul este rigid daca are un punct fix stabil, si A are valori
proprii de marimi foarte diferite. Definitia de mai sus are mai multe

inconveniente, si anume:

- Nu mai convine in cazul in care matricea A are o valoare proprie egala cu

zZero;
- Nu se poate aplica pentru un sistem neliniar, sau pentru o singura ecuatie.

Se da atunci urmatoarea definitie mai putin precisa, dar aplicabila atat sistemelor
liniare cat si celor neliniare, cat si pentru o singurd ecuatie (Lambert, v. Cartwright

and Piro (1992)):

a.ch. — Noiembrie 2008
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“Dacd o metoda numerica este fortatd sa utilizeze, intr-un anumit interval, un pas
excesiv de mic pentru o problema a carei solutie exacta este neteda in acel interval,

atunci problema se zice rigida in acel interval”
(O functie este neteda 1n [a, b], dacd are derivata continud in [a, b].)

O problema poate fi rigida pe unele sub-intervale ale solutiei i non-rigidd pe

altele. Definitia de mai sus permite codurilor pentru integrarea numerica, sa

« Cyy e ks o 9 .
recunoasca” rigiditatea problemei pe intervalul pe care se calculeaza solutia (sau

pe sub-intervale ale acestuia), prin faptul ca rutina este fortata sa micsoreze

excesiv pasul, pentru a satisface toleranta impusa erorii de trunchiere. Utilizarea

unui pas foarte mic poate crea probleme datorate acumularii erorilor de rotunjire

sau cresterii timpului de calcul.

Pentru o problema rigida controlatd de un parametru, s-ar cere ca metoda de
integrare sa fie stabila pentru orice dimensiune a pasului, la orice valoare a
parametrului pentru care problema este stabild. De exemplu, problema de test

pentru stabilitatea absoluta, x' = Ax, este stabild pentru Re(4) < 0, iar metoda ar
trebui sa fie stabild pentru orice /4 , oricare ar fi A cu Re(A1) < 0. Regiunea de

stabilitate absoluta este atunci tot semi-planul (complex) stang. Aceasta conduce

la definitia 4-stabilitatii:

“O metoda se zice 4-stabild daca regiunea ei de stabilitate liniara absoluta contine

intreg semi-planul stang”.

Metodele RK explicite nu au A-stabilitate, deoarece regiunile lor de stabilitate
absoluta sunt finite — v. 3.3.7. In schimb, unele metode RK implicite sunt 4-stabile
si se pot aplica la ecuatii rigide. Inconvenientul este ca ele cer rezolvarea unui
sistem neliniar ceea ce mareste numarul de evaludri de functii. 4-stabilitatea este o
cerintd severd pentru o metoda. Pentru metodele multi-pas, ordinul maxim al unei
metode A-stabile este p =2 (a doua “barierd Dalquist”). De exemplu, metodele
Adams-Moulton sunt A-stabile numai pentru k£ = 1 (metoda trapezului implicitd),
iar metodele BDF numai pentru k£ =1 (Euler implicitd) si k= 2. V. Hairer et al.
(1991).

In mod curent, problemele rigide se rezolvi cu metode BDF (4.2.3), numite si
metode Gear. Acestea sunt tot implicite. Metodele BDF sunt implementate in

subrutina DIVPAG, care permite, prin codul metodei param(10), alegerea
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metodelor Adams (v. 3.10), sau BDF pana la ordinul 5. Ordinul este limitat din

considerente de stabilitate. Codul param(13) permite alegerea rezolvitorului

sistemului neliniar (iteratia de punct fix, metoda Newton, si metode Newton

modificate), recomandandu-se alegerea metodei Newton sau Newton-modificatd

(Sectiunea 3-1V, 2).

Exemplu — 2

Consideram ecuatia van der Pol

x"—A(1—x*)x"+x = Acos(wt)

in cazul vibratiei libere 4 = 0, pentru valori “mici” si “mari” ale parametrului A —

de exemplu, 4 =1 si A =100. Ludm conditiile initiale: x(0) =1, x'(0) =0 si

integram ecuatia pe intervalul [0, 100], in dubla precizie, cu urmatoarele metode:

Metoda RK4, pas constant (codul din ANA_EcDif): Cazul A =1 se integreaza
cuunpas % =0.1(1000 pasi). In cazul A= 100, pasul maxim pentru stabiliate
este 4 = 0.0083 (12048 pasi); cu 2 =0.084, la t = 0.5628, solutia (x, x')
calculata este (3.035E+88, - 6.173E+181), si apoi (NaN, NaN), care probeaza
instabilitatea metodei pentru acest pas. Pasul mult mai mic necesar in cazul

A =100, arata ca ecuatia este rigida. Pentru o precizie comparabila cu cea a
metodelor RKV si BDF, in cazul 4 =1 a fost necesar un pas de 2.5E-3, iar in
cazul 4 =100, un pas de 2.5E-4.

Metoda RK-Verner 5(6), pas variabil intre 1 si 2.22E-15, cu toleranta

tol =1D —10 (v. 3.10): Cazul A =1 este integrat cu 21375 evaluari (2594
pasi, pasul de incercare (trial step) la t =100, 2 = 5.9E-2). Cazul 4 =100 este
integrat cu 63522 evaluari (6941 pasi, pasul de Incercare la = 100 este
h=1.59E-2).

Metoda BDF, pas variabil — ordin variabil (ordin < 5), pasul intre 1.0 si 1E-5,
tolerantd 1D-10, rezolvitor Newton cu jacobianul calculat numeric (subrutina
DIVPAG): Cazul A= 1 cere 14109 evaluari (12427 pasi, pasul de incercare la
t =100, h = 1.24E-2). Cazul 4 =100 cere 4015 evaluari (3256 pasi, pasul de
incercare laz= 100, h =9.86FE —1).

a.ch. — Noiembrie 2008
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Rezultate comparative pentru ultimele doud metode se dau in tabelul urmator.
Metodele s-au rulat cu aceeasi toleranta 1D-10, si produc la # = 100, solutii x care

au 8 cifre semnificative identice. (Solutiile x' au tot 8 cifre semnificative identice).

Ecuatia van der Pol — Numar de evaluari de functii si pas de incercare la # = 100

Metoda A=1 A=100

RKYV 5(6), tol = 1D-10 21375; 591 E-2 | 63522; 1.59E-2

BDF, tol = 1D-10 14109; 1.24 E-2 | 4021; 9.86 E-1

Comparatia eficientei dupa numarul de evaluari de functii aratd net superioritatea

metodei BDF pentru cazul ecuatiei rigide, dar si pentru cazul ecuatiei non-rigide.

In graficul urmitor se reprezinti solutia x(7) a problemei, pentru 4 =100.

2.00- ——
1.75-

1.50-
1.25-
1.00-
0.75-
0.50-
0.25-
= 0.00-
-0.25-
-0.50-
-0.75-
-1.00-
-1.25-
-1.50-
-1.75-
-2.00- i i ! ! i i ! ! i '

Ecuatia van der Pol, cazul 4 =100.
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