CURS 7
OPERATORI UTILIZATI IN DINAMICA STRUCTURILOR

1 Ecuatiile Dinamicii structurilor

Vom considera ecuatii de forma urmatoare:

MU +g(U,U) +f(U) = P(¢), (1)

in care: U=[u,(¢) ... u,(t)]" este vectorul gradelor de libertate u,j=ln;n
este numarul gradelor de libertate; M = [m ] este 0 matrice constanta nxn —
matricea de masa; g(U,U) =[g,(u,, - u, it ,10,) ... g, (1,00, 1)

este functia de amortizare; f(U) =[f;(u,, - -,u,) ... f,(u,,---,u,)]" este functia

de rigiditate; iar P(¢) =[p,(¢) ... p,(¢)]" este functia de excitatie. Matricea M

este simetrica si pozitiv definita.

Exemple de functii de amortizare:

g(U,U) =g, (U)U; g(U,U) =g,(U).

Solutia ecuatiei (1) se mai zice raspuns (dinamic), si anume: U(¢) - raspuns in
deplasari, U(¢) - raspuns in viteze, etc.

In particular, g = g(U) si functiile f si g sunt liniare (sau g, = C = constant ),
sistemul se zice /iniar $i ecuatia (1) i1a forma

MU +CU +KU =P(¢), )
in care C =[c,] si K =[k;] sunt matrici constante nxn, numite matricea de

amortizare §i de rigiditate, respectiv. Matricea K este simetrica si pozitiv definita.

In particular, daca C = 0, ecuatia (2) devine:
MU + KU = P(¢) 2"
Conditiile initiale pentru (1, 2) sunt:

U(to) = an U(to) = an (3)
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unde obisnuit, #, = 0. Pentru unii operatori este necesara si acceleratia initiala
I"JO = I"J(to) , care se determind din ecuatia (1) sau (2) scrisa pentru ¢ = ¢,. De

exemplu, pentru (1) rezulta:
MI”JO :P(to)_g(UOan)_f(Uo) 4)
Determinarea lui U revine la rezolvarea sistemului liniar (4).

Observatie
In cazul C =0, sau daci C indeplineste o conditie — v. mai jos, ecuatiile liniare (2)

se pot decupla cum urmeaza. Se considera ecuatia miscarii libere (P = 0):
MU +KU =0

it

care se integreaza cautand solutii de forma U = Ae™, obtinand
(K-o’M)a=0.

Se arata ca problema de valori proprii (K —AM)a = 0 are valori proprii reale si
pozitive, astfel cd o, = V.. Vectorii proprii A sunt ortogonali n raport cu M si
cu K, adica: a?Ma_j =0, afKaj =0,/ #i. Considerdm matricea ® cu coloanele
formate din vectorii proprii A;. Avem: ®"M® = diag(M,), ® " K® = diag(K,),
si K, =w;M,.Punem

U=7DY.

Inlocuind in (2) si inmultind la stinga cu ®”, rezulta

(®"M®D)Y + (P CD)Y + (O’ KD)- Y =D"P(¢).

Dacd matricea ®" C® = diag(C,), (in particular aceasta are loc dacd C = 0 sau

C = oM + fK) rezulta:
diag(M )Y + diag(C))Y + diag(K,)Y = P(¢)
in care P(¢) = ®"P(¢). Sau,

y+280,9+ oy, =), [=Ln (5)
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unde s-apus C, /M =2¢,m,, p,(t)=P(t)/M,,iar K,/ M, = @} . In particular,

daca C =0, avem:

j}l+w12y:pl(t)v l=1,l’l (5')
|

Ecuatiile (1, 2) sunt reductibile la un sistem de ordinul unu si pot fi integrate cu
metodele expuse In Curs 6 — de exemplu metode Runge-Kutta, sau pot fi integrate
cu metode pentru ecuatii de ordinul doi. Totusi, pentru ecuatiile (1,2), s-au
desvoltat metode speciale de integrare directd. O prezentare comparativa se da in
Dokainsh and Subbaraj (1989). O analiza a metodei diferentelor centrale, Houbolt,
Newmark si Wilson, se da in Bathe and Wilson (1976). Metoda Newmark este
expusi in articolul autorului (1959), si analizati in multe studii ulterioare. in

aceasta Sectiune vom prezenta cateva dintre aceste metode.
n

Un operator de integrare directa este constituit din doua formule care dau

expresia deplasdrii U,,, si vitezei U,,,, in functie de valorile lui U si derivatelor

i+1°
acestuia, pe pasul/pasii anteriori. Clasificarea in operatori expliciti/impliciti si

operatori Intr-un singur pas/in mai multi pasi, data in 7-2, se aplica.

2 Operatori expliciti
Urmadtorii operatori expliciti sunt utilizati:
- Metoda diferentelor centrale (ordin 2; explicitd — numai dacd g este liniard)
- Metode Runge-Kutta (ordin 4)

Metoda Runge-Kutta cere transformarea ecuatiei (1, 2) intr-un sistem

echivalent de ordinul intai.

- Se mai pot utiliza operatori multi-pas (liniari), expliciti sau impliciti, pentru

ecuatii diferentiale de ordinul doi.

Pentru aceasta, ecuatia de ordinul doi % = f(¢,u,u) se transforma intr-un

sistem echivalent de ordinul intai, adica:
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u=v

v=f(t,u,v)

Apoi, se aplicd un operator multi-pas (pentru fiecare din ecuatii), in forma:

k k k k
Za,ul = th,v, , Zalv, = th,f, ,
1=0 1=0 1=0 1=0

incare f, = f(¢t,,u,,v,).
]

In particular, pentru ecuatii de forma ii = f(t,u) (aceasta revine la ecuallii (1) in

care nu exista amortizare: g = 0), operatorul ia forma:

k 5 k
Dau, =h*>b,f, (6a)
=0 1=0

unde f, = f(¢,,u,).

Conditiile de ordin pentru operatorul (6a), pentru o ecuatie diferentiald de ordinul
doi care nu contine amortizare, sunt analoage cu cele pentru ecuatii de ordinul

intai — Curs 6, 4.2.1, si anume (v. Hairer et al., 1987):

k
dy= a,=0 (¢ =0)
1=0
k k
d, =Zla1_zbl=0 (g=1
1=0 =0
k k
d,=> 1%, -q(g-1Y1"?b, =0, g=2,...,p+1 (6b)
=0

i

Il
[=}

k k
d,,=>1"a,-(p+2)(p+D)D 1’6, #0 (g=p+2)
=0

1=0
Ordinul operatorului (6a) este numarul natural p pentru care avem

dy=0,d,=0,...,d,, =0sid,,#0.

Ele asigura ca formula pentru u este exactd pentru un polinom de grad p , si nu

mai este exactd pentru un polinom de grad p +1.
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2.1 Metoda diferentelor centrale
Vom expune metoda diferentelor centrale: vom da formulele pentru o singura

ecuatie (n = 1), generalizand apoi, la un sistem.

2.1.1 Formulele metodei

Presupunem ca u admite derivate continue pana la ordinul 4 inculsiv. Desvoltarile
Taylor pentru u(t + &) si u(¢ — h) dau:
2

u(t + h) = u(t) + hi(t) + h—u(t) +— h u (1) + (4)(51) t<& <t+h

2

u(t—h)=u(t)—hu(t) + h—u(t) —u(3) (1) + u(&); t-h<&, <t
Adunand relatiile anterioare si explicitand (¢), se obtine:
u(r) = [u(f +h) = 2u(t) +u(t - h)] - —[u“)(é) +u®(&))]

Cu teorema Darboux avem [u'® (&) +u'¥(£,)]/2 = u'?(£), unde

t—h<¢&<t+h.Rezulta:
i(t) = —[u(t+h) 2u(t) +u(t—h)]— (4)(6) t—h<&<t+h

Analog, scizand desvoltirile Taylor (pani la termenul in «), si impartind cu 24,

se obtine:

u(r) = i[u(t +h)—u(t=h)] - %[u(” () +u? ()]
sau

L'z(t):ﬁ[u(t+h)—u(t—h)]—%u(”(n); t—h<n<t+h

Rescriem relatiile anterioare pentru ¢t =¢,, ¢t +h=¢,,,t—h=t_;:
.. 1 " B
i(t;) = 3 lut) = 2u) +ul )1+ 17 IF=-pu ) (7
: 1 ' ke
u(ty) = 2wl —ult DI+ T Ii==—cu=@m  (7b)
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unde ¢, , < &,n <t,, . Metoda diferentelor centrale consta In a aproxima derivatele

u s1 u prin primul termen din membrul doi al relatiilor anterioare. Notand cu

u,, u,, i, aproximatiile pentru u(¢,), u(t,), ii(t,) , rezultd formulele metodei:

1

U, = h_2 (U —2u;, +u,,) (8a)
. 1
u, = E(um —u; ) (8b)

Erorile de trunchiere (locale) ale formulelor (8a) si (8b) sunt date in (7a) si (7b).

Pentru un sistem, avem:

. 1
U, = E(Um -U.) (9a)
.1
U, = h—z(UiH -2U,+U,)) (9b)

Pentru erorile de trunchiere locale in (9a, 9b), consideram relatiile (7a, 7b) scrise

pentru fiecare coordonatd j = I,_n ; astfel, rezulta:

. 1 "
U(ti) = h_z(U(tiH ) - 2U(ti) + U(ti—l )) + Ti (90)
) 1 ,
U(ti) = 2_h(U(ti+1) - U(ti—l )) + Ti (9d)
in care:

14 hz ’ h2
T/ = —E[..., uﬁ.‘”(éj), ...]T, T = —?[..., uf)(?]j), ...]T
Rezulta si:

h? h*

TN, < 7 | T ||,.< o &

unde [V (1)< C,, |4 (1) |< C,.

2.1.2 Integrarea ecuatiei (1, 2)

Inlocuind (9a, b), in (1) scrisa pentru momentul ¢ = ¢,, se obtine:
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F(U,,)=

M v e, Yoy ) M, v Ry =0

Ecuatia neliniara (10) se rezolva, cu o metoda pentru ecuatii neliniare, In

necunoscuta U,,,. Pentru i = 0 este necesara valoarea U _,, care se determina din
(9a, b) scrise pentru i =0, si eliminand U, . Rezulta:
U, =U,-hU, +(h*/2)U,

Pentru cazul ecuatiei liniare (2), ecuatia (10) devine liniard in U, , si anume:

i+1°
MU, =P(t,)-(K-2M/h*)-U, —(M/h* =C/2h)-U, (10"

in care: M=M/h*+C/2h. Coeficientii lui U,,/=i+1,i,i —1 se calculeazd la
inceput, si se utilizeaza la toti pasii.

Mai general, ecuatia (10) devine liniard in U,,, daca g este liniara.

2.1.3 Stabilitate (liniara)

Stabilitatea liniara se considera pentru ecuatia liniara (2'), cu P = 0. Intrucat
aceasta se decupleaza in forma (6), stabilitatea se discutd pentru o singura ecuatie

de forma
i+o'u=0 (11)

(Ecuatia (11) este echivalentul ecuatiei de test x’ = Ax ; derivand, inlocuind x' si

punand A =i® se obtine forma (11)). Cu (8a), ecuatia (11) devine:
u, —Q2-ho*)u, +u_ =0 (12)

Cautam solutii de forma u, = r/, rezultd ci r este solutie a ecuatiei

(caracteristice)
PP —2-x)r+1=0 (12"

unde s-a pus, pentru moment, x = A .
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Pentru ca solutia ecuatiei (12) sa ramdna marginita trebuie ca radacinile ecuatiei
(12') sa satisfaca conditia | 7 |< 1, iar radacinile de modul 1 sa fie cel mult duble —

v. Curs 7.

Avem: A = x’(x* —4). Daci ridicinile sunt reale si distincte (x > 2), conditia nu
poate fi indeplinita (avem 77, =1). Pentru radacini complexe (x < 2) rezulta
|r[’=1,si r, #r,. Cazul x =2 conduce la 7, = -1, care convine. Urmeaza ca

trebuie s avemx = hw <2, sau
nel.
@
Pentru un sistem, considerand ecuatiile (6) pentru i = 1,n, rezulta conditia
h<_ (13)

T

min

unde @, = max @, . Cu T =2rn/w, conditia (12) se pune si sub forma 4 <
i=l,n T
n

Mai general, stabilitatea se poate discuta pentru ecuatia (5) cu amortizare (¢ > 0):

J+2¢wy + @’y =0 (14)
Procedand ca mai sus, se obtine ecuatia cu diferente:

(1+Swhyu,,, — (2 - "0 )u, + (1 - Coh)u, , =0

i+1
si ecuatia caracteristica (unde x = 7 ®):
(1+&)r —2-x)r+(1-<%)=0.

a) Cazul 0 < {<1 (amortizare sub-critica):

- Radicini complexe sau egale: x < 2,/1-¢7 . Conditia de radacini de mai sus

este verificata.
- Radicini reale: x > 24/1—-¢? . Conditia de radécini conduce la x < 2, asadar
2J1-¢7 <x<2.

Reunind solutiile celor doua sub-cazuri, rezulta:
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h<—=— (15)
(0]

max

b) ¢>1 (amortizare criticd/supra-criticd). Se obtine: x < ¢ ++/¢* +4 . Rezulti:

po SN 4 (1)

(0]

max

Marginile din (15, 15') se numesc limita de stabilitate (liniard).

2.1.4 Eroarea de trunchiere localain U

Reluam (9c¢, 9d):

2
U@,) = hiz[U(tM) —2U(t)+U(t,_ )]+ T/; T/= —f—2c4 (9¢)
. 1 , , h?
U(ti) = E[U(tm ) - U(ti—l )] + Ti 5 Ti = _?Cz» (9d)

Ecuatia din care se determind U,,, (ecuatia scrisd pentru ¢, ), este:
M U, -U,
h_z(Ui+l - 2Ui + Ui—l) + g(Ui’ %) + f(Ui) - P(ti) =0

Presupunem ca U,_,, U, sunt exacte. Avem:

(U6, = 2U6)+ (1) + (UG, ) By 4 u) - P -, =0

Pe de alta parte:
MU(tz) + g(U(ti)’ Ij(ti )+ f(U(ti ) = P(ti)

Scazand din aceasta relatia precedenta, se obtine:

U(tm) B U(ti—l)

MTz‘”+ g(U(ti ):I.J(ti )) - g(U(ti ), 2"

) - Ti+l =0

Sau:

MT/+GE)T/ -T,, =0,

unde G este jacobianul lui g in raport cu U , iar & este pe segmentul care uneste
punctele U(z,) si (U(¢,,,)—U(t,,))/2h. Rezulti:

Ti+l = MTi"+ G(g)Tll s
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sau

T :—%(MszG@cg)

i+1

2.1.5 Eroarea de trunchiere globala in u, si ordin

Punem: u(t,) =u, +e,, u(t,) =u, +e,. Se aratd ca avem:

le, | < Ch>.

Ordin

Cum eroarea de trunchiere globald in u, este O(h”), rezultd cd metoda are ordinul

p=2m

Propozitie
Daca f'(u)>F" >0 [li dg(u,u)/0ou >0, atunci metoda are ordinul p =2
[

Exemplu: pentru ecuatia liniara, avem: f'(u) =k, g'(u)=c.

Demonstratia:

Tratam problema pentru o singura ecuatie. Pentru un sistem, demonstratia este

analoga.
Fie ecuatia (1) pentru n = 1:
mii + g(u,u) + f(u) = p(t) (16)

Reluam formulele (7, 8):

u(t;) = hiz[u(tm) = 2u(t) +ult )]+ T"; I'= —%u(‘” &) (79
u(t,) = i[u(t. Y—u(t, )] +T/; T = —ﬁu“) (n,)  (7b)
i 2h i+l i—1 i i 6 i

unde ¢, , <&, np<t,,.
.. 1
u, = ?(um —2u;, +u,,) (8a)
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. 1
u;, = E(um —u; ) (8b)

Scazand (8a, 8b) respectiv din (7a, 7b), avem:

14 1

€ = h_z(em —2¢,+e )+ T
’ 1 !
¢ = 2_h(ei+1 —e ) +T,

S-apus: e, =u(t,) —u,; e, =u(t,) —,; e =ii(t,)—ii,.

Pe de alti parte, din

mii(t;) + g(u(t,),u(t,)) + f(u(t,)) = p(t,)

si

mii, + g(u;,u;) + f(u;) = p(t;)

rezulta:

m(ii(t;) = 1i;) + g(u(t;),u(t;)) — g, u,)) + f(u(t,) = f(u;)) =0
Sau:

" 1|0 i 0 AP 1 "(n'
e; +_|:_g(§i)ei +_g.(§i)ez]+_f (777)e; =0,
m| Ou ou m

unde & si i sunt, respectiv, intre u(t,),u, si u(t,), u,.
Inlocuind e/ si e/, rezulti:

1 h? 1|0 o1 0 o1
_(€i+1 —2e, +€1’71)_EC41' +E|:£(§i)h_2(ei+l —2e, +ei71)+6_ga(§i)ﬁ(ei+l € ):|
2
_h_CSi +if'(77i’)ei =0
6 m

unde: C,; =u' (&), Cy, =u(n,).
5 0g (o 08 (o1 ot
Pundd B, =—=(&)/m, y, =—=(&))/2m, @, = f'(7;)/ m , avem:
ou ou
h4

(1 + :Bi )(ei+1 - 261‘ te., ) + 7ih(ei+1 —€ ) + hz(pz’ei - E(C4i + 2C3i) =0
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e (I+ B +hy)—Q2+2B, —h’p)e, +e (1+ B, —hy,)=h*C,,

unde C, =(C,; +2C;;)/12.

Introducem coeficientii:

a,, =1+p +hy,; a, =2+2p -h’e,; a_ =1+ -hy,.

Am presupus: f'(u) >0 i dg(u,u)/ou>0. Astfel, pentru /4 suficient de mic,

coeficientii a,,,,a;,a, ; sunt pozitivi. In plus, avem:

i+l

+a,, —a, =h’
a,ta,_,—a, =ngo,
Rezulta:

_ 1.4
ae +a, e  =hC,,

1

a4 1€ —
Sau

4 _
ae, +h"C, =a,,e

i T a4€

Luéind modulele, si tindnd cont de a ; >0, rezulta:
ae, +h*|C |2a,, e, |+a, e, |

Sau:

ae +h'C>a,, e, |+a, e, |

unde |C, [ C.

Fie

e=max|e, |,

si / indicele pe care este realizat maximul: e=|e, |.
Avem a,e 2 a,e,, si rezulta:

ae+ h*C > a. le, |+a. le|.

Relatia anterioara are loc pentru orice i (membrul intai nu depinde de #): atunci,

pentru i +1 =17, rezulta:

4
aet+h'Cza,eta,, |e.|.
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Si, analog, pentru i —1=1
ae+h'C>a, e+a,.e
Rezulta:

e(a,,+a, ,—a,)< h'C

Sau:

In fine, tinand cont de @, = f'(n))/m side f'(u)>F" >0 si, avem:

mC
F*

e < h?

Aceasta arata ca metoda are ordinul p =2.

3 Operatori impliciti
Vom prezenta operatorul Newmark (ordinul 2), si un operator cu precizie mai

mare (de ordinul 3), care generalizeaza operatorul Newmark.

3.1 Operatorul NEWMARK
Acesta este unul dintre cel mai utilizati operatori, datorita caracteristicilor sale de

stabilitate, in ciuda ordinului sau relativ mic.

3.1.1 Formulele operatorului

Vom prezenta formulele pentru o singurd ecuatie, generalizand apoi, la sistem.

Formulele propuse de Newmark sunt (Newmark (1959)):

Uy = Uy + hii; + (5 - ﬂ)hzi’ii + ﬁhzi‘.m (22)

i+1

i, =1, + (1= y)hii, + yhii (23)

i+1
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Se aratd cd dacd y # 4, metoda introduce o amortizare artificiald a raspunsului in
deplasari, proportionald cu y —1. Luand y =, formula (23) devine:
Uiy =U; + %hﬁi + %hﬁm (23"

Formulele (22, 23") sunt controlate de parametrul S, de aceea metoda se mai zice
metoda f-Newmark. Operatorul este implicit, intrucéat contine In membrul doi

ii,,,. Se observa cd formulele (22, 23") pot fi scrise sub forma:

u,, =u, +hi, + L h%i. + B’ A, (24a)
i, = u, + hii, + yhAii,,, (24b)
Uy =U; + Ay, (24¢)

unde Aii,,, =i, — 1, reprezintd cresterea de acceleratie la sfarsitul intervalului.
Astfel, formulele estimeaza restul in seria Taylor a functiilor u si # (Chisalita A.

et al.(1990)).

Vom considera, in ceea ce urmeaza, forma (24 a-c) a formulelor Newmark. Pentru

un sistem, acestea sunt:

U, = ﬁm + ﬂthUm (25a)
I.Jvi+l = Ei+l + 7hAﬁi+l (25b)
ﬁm = Uz + Aﬂm (25¢)

in care, functiile barate reprezinta seriile Taylor trunchiate, si anume:

U, =U,+rU0,+10°0,, (26a)

U, =U, +hU, (26b)

3.1.2 Integrarea ecuatiei (1)

Notam, pentru simplificarea scrierii, cu 1 indicele pasului curent, si 0 indicele

pasului anterior (¢, = t,, ¢,., =t,). Inlocuind (25 a, b, ¢) in (1) scrisa pentru ¢ = ¢,

i+l

rezulta:
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MU, +AU,) +g(U, + gAU,, U, + AU ) +£(T, + fh*AU,) =
P(#)

(27)

Sau notand

W=AU,,

ecuatia (27) devine:

F(W)=0 (28a)
in care

F(W) =

_ — _ . (28b)
MW +g(U, + °W, U, + kW) +£(U, + W)+ M -U, —P(¢,)

Ecuatia (28a) se rezolva cu metoda Newton, sau cu iteratia de punct fix.

Rezolvarea trebuie facuta pe fiecare pas de integrare, pentru a calcula W = AI"I1

(adica AU, , pentru pasul general i+1).

In cazul unui sistem liniar (2), AU, se determina din ecuatia liniara
M(U, +AU,) + C(U, + 7AU0,) + K(U, + f*AU,) = P(1,)

sau

MAU, =P,

unde:

M=M+#C+p°K, P=P(t)-M-U,+C-U,+K-TU,).

Metoda Newton

Notam cu J(W) jacobianul functiei F, adica:

J(W) =M+ Si*B(U, + f°W, U, + W)

+yC(U, + B°W, U, + yhW) + Bh* A(U, + > W)

in care: B si C sunt jacobienii lui g in raport cu U si U, respectiv; iar A este

jacobianul lui f. Explicit:
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B(U,U) =[0g, /0u,]
A(U) =[of, /ou,]

C(U,U) =[og, /u,]

i,j=ln>

B (29b)

i,j=l,n
in care B si A sunt jacobienii functiilor g si f, respectiv.

Pentru un sistem liniar (2), avem B =0, C = constant, A = K (constant).

Schema de iterare este (v.3-1V, 2.2):
J(W,) = -F(W,) (292)
Wn+1 = Wn + §n+l; WO = 0 (29b)

Iteratia (29) se continua pana cand unul din testele urmatoare este satisfacut:
10, 11<e, numadrul de iteratii < LNIT,

unde &si LNIT sunt alesi dinainte. In general, sunt suficiente un numar redus de
iteratii, s1 metoda Newton se recomanda pentru rezolvarea ecuatiei (28).
Metoda punctului fix. Limita de convergenta.

Ecuatia (28) se poate pune sub forma

W = G(W) (30)
in care:
G(W) =

W) (31b)

M [-g(U, + B*W, U, + W) ~£(U, + fh" W)+ P(t,)] - U,
Pentru convergenta iteratiei W, = G(W,), W, = 0, este suficient ca:
[Je(W)]..<1

unde J.(W) este jacobianul lui G. Aceasta conduce la conditia (Chisalita A. et

al. (1991))

_ 2,2
heh, h = b7+\/b)/ +4(M/n)a,6’,
2ap

in care 1/M =||M™" ||, iar | dg, /o, |[<b si|df, /0u,|<a,respectiv. in
particular, pentru o singura ecuatie (n = 1) de tipul (5), avemm = 1,b =2{w,
a=w",sirezulti:
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p oINS OB

c wzﬁ

Pentru §'= 0, se regaseste rezultatul din Newmark (1959), &, = l/(a)\/ﬁ ).

3.1.3 Stabilitatea operatorului Newmark (stabilitatea liniara)

Vom urma, cu titlu de exercitiu, idea tratarii din Newmark (1959). Consideram

ecuatia liniard de tipul (6)

li+o'u=0

si formula (22) scrisa pentru i+1 §i pentru i. Avem:

u,, =u, +hu, + (- p)h’i, + phi,,

u, =u, | +hi,_ +(&- % + phlii,

Scédzand cele doua relatii, obtinem:

U, —u, =u, —u, | +h@, -, )+ &= pn* G, —ii, )+ ph’ i, —i,)
Din (23) evaluam:

h(ii,, —u,) = (1= y)h%i, + yh’ii.,, = ki, + > (i, — i)

Inlocuind, si punand in evidentd un termen in (¥ —1), se obtine:

Uiy = 2U; — Uy — :th’;ii+1 - /thiii—l -(1- 2ﬂ)h2iii -(r- %)hz(ﬁi — ;)
In fine, inlocuind din ecuatia diferentiald ii = —@’u, se obtine ecuatia cu diferente:
u,, —2-aHu, +u,_ +(-Ha(u, —u,_)=0

in care:
5 h o’
a = 2 2
1+ fho
Tinand cont ca u;, —u, , = hu, ,, ultimul termen din ecuatia cu diferente de mai sus

are forma unei forte de amortizare cu, introdusa artificial de metoda. Coeficientul

de amortizare este proportional cu (¥ —1). Pentru a exclude aceasta, ludam y =1

si avem:
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”i+1_(2_a2)“i+”i—1 =0 (1)

Ecuatia cu diferente (31) a fost intlnita in 2.1.3 — ecuatia (12). Ecuatia
caracteristica este (12') in care x = . Utilizand rezultatul din 2.1.3, pentru

stabilitate trebuie sd avem « < 2, care conduce la conditiile:
=24 Vh>0

2

w+\1-4p

Coeficientul fse alege astfel ca f < 1. Pentru f =+, metoda este stabild pentru

p<i: h<

orice & §i se zice neconditionat stabila m

Tratarea stabilitatii pentru ecuatia cu amortizare (5) este mult mai complexa.
Pentru aceasta se va utiliza metoda expusd mai jos, in 3.3. Vom da numai

rezultatele numai pentru cazul de interes y > 1 (amortizare pozitiva):
£ = % : Vh (independent de &)

1
h<—x,,
@

p<

N R

unde x, =[C(7 —D+VAIy /2= B), A=y -2 + (/12— B)*.

Adaugam ca, pentru §'= 0, operatorul este instabil daca y <.

3.1.4 Eroarea de trunchiere locala

Consideram cazul unei singure ecuatii, rezultatele generalizandu-se la un sistem.
Eroarea de trunchiere locala este eroarea formulelor (24a, b), in care aproximatiile

u,, u,, etc. se inlocuiesc cu valorile exacte u(?,), u(¢,), etc.. Astfel, definim
u(ty,) =)+ P’ (iit,,) = ii(t)) + T,
(t,,) = u(t,) + ph(i(t,,) = i(t,) + T,

in care u(¢), 1u(¢) sunt seriile Taylor trunchiate pana la termenul in 4?. Avem:
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u(t,y) —u(t,) = (3)(5) () = u(f)—
u(t,,) —u(t;) = hu(3)(77),

unde &,&',n € (¢,,¢,,,) . Rezulta:

Zﬂzwwaa—mﬂmm,

Daca y =+, avem:

T, = (MW§) mw»=%—

unde ¢, <{'<t,

L =hC

i+1°

1 :
Ci+1 = gu(B) (5) - ﬂu(3) (77) 5 Ci+1 - 7

Punand |[u® (1) |< M,

|Ci+1|£(%+ﬂ)M39 |C+1|— M4

In particular, dacid S =1, se obtine

T, =h'C,,
Co =10, €l M,
unde ¢, < § <t¢,,,. Rezulta:
T, =0, T' =0(h’).
In particular, pentru £ =1, se obtine 7.,

3.1.5 Ordin

Consideram in ceea ce urmeaza, cazul y =

a.ch. - Noiembrie 2008
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u?(&,

T;=h%%w”@o—wﬂ%m>

(& =mu(")

.- Rezulta astfel (pentru y = ):

(32)

P (32a)

) .
lu™ (1) |<M,, avem:

(32b)

(33)

(33a)

= O(h*).

1. Avem, conform (32),
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T;‘+1 = hsCi+1 s

T, = nC

i+l
unde C,,,,C], sunt marginiti ca in (32a, 33a).

i+1° i

Cum erorile de trunchiere locala sunt de ordinul lui /4’ , rezulti:

Propozitia 1

Metoda Newmark cu y = 4 are ordinul p =2 m

Operatorul in forma multi-pas. Ordinul 4.

Operatorul Newmark se poate pune in forma multi-pas, cum urmeaza. Pentru

convenientd, scriem ecuatia diferentiald sub forma:
i = p(u,u,1)

sinotdm: i, = @, = @(u,,u,,t,), i, =@, = @(u,,u,,t,). Formulele Newmark

devin:

u, =u, +hu, +%h2¢o +ﬂh2(¢1 —9,)
u, =u, +he,+ @ —@,)

Se considera si

uy, =u, +hi, +1h’ + ph’ (9, — 9)).

Din acestea, avem:

u, —u, = hiiy +Lh’p, + fh’ (¢, — ¢,)

u, —u, =hii, ++h’p, + ph’ (9, — @)

y —ty = hey + (e —9,)

Scédzand prima relatie din a doua, si inlocuind u, —u,, rezulta

u, = 2u, +uy =W’ [fo, + G=28+7)p + G+ -1, (a)
Analog, cu u, —u, = hep, + yi(¢p, —¢,), se obtine:

thy =21y +1iy = hyp, + (1=27)¢, + (¥ =D, ] (b)

In cazul fara amortizare, ecuatia este i = @(u,t) si se poate utiliza numai ecuatia

(a).
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Propozitia 2
Dacd nu existd amortizare ( g(u) = 0), metoda Newmark cu y =4,s1 f=1/12,

are ordinul p=4 m

Metoda cu S =1/12 se mai zice formula Fox-Goodwin.

Pentru a proba concluzia, se considerd conditiile (6b).

Astfel, punem conditia ca relatiile (6b) sa fie verificate pentru ¢ =0,1,...,5. Din
5 I . 1 ) . . <

acestea rezulta y = 5 sl f= Py ; relatia pentru ¢ = 6 nu mai este verificata.

Rezulta ca ordinul este p =4.

Obsevatie

Operatorul cu y =% este:

u, = 2u, +uy = h*[fo, + (1-28)p, + fp,]
In particular, pentru S =1/12, aceasta devine:

2

h
u, —2u, +u, =E[§02 +10¢p, + ¢, ]

(operatorul coincide cu metoda Numerov.)

2.2 Un operator de ordinul trei (generalizarea operatorului Newmark)
O familie de noi operatori, care generalizeaza operatorul Newmark a fost

introdusa de autor — v. Chisalita A. & Chisalita F. (1990, 1998).

Formulele operatorului

Notam, pentru simplificare, pasul curent si anterior cu indicii 1 si 0, respectiv (in
loc de i+1 si 7). Presupunem ca functia u satisface pe intervalul

I =[t,,t],¢t =t,+h,unadin urmatoarele conditii:
(1) i ederivabilain 7 —{¢,};

(2) ii econtinud in ¢, si existd ir , finitd saunu, in 7 —{¢,}.
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Atunci, pentru orice Intregi pozitivi p, p’ si p”, seria Taylor a functiilor u, i ii,

cu restul in forma Schlomilch-Roche (v. Nicolescu (1958)), este:

u(t,) = u(ty) + hi(t,) + L hiit,) + ph’ii(t, + Oh) (50a)
() = 1(t,) + hii(t, ) + yii (t, + O'h) (50b)
ii(,) = ii(t,) + Shii (t, + O"h) (50¢)

in care 0, 8" si 0" € (0,1) si sunt asociati cu p, p’ and p”, respectiv, si cu ¢, iar

coeficientii £, ysi o sunt dati de:

1-6)*7 1-6)" 1-6"""
ﬁ’=¥, 7:%, 5:% (51)
2p p p

Dacid notdim cu # si # seriile Taylor trunchiate din (50a, b), adica:
u(t) = u(ty)+ hu(t,) + L h%i(z,)
I’Tl(tl) = l;l(to) + hii(to) >

ecuatiile (50) devin:

u(t,) =u(t,) + phlii(t, + Oh) (52a)
() = 1(t,) + yh’ii(t, + 0'h) (52b)
ii(,) = ii(t, ) + Shii (t, + O'h) (52¢)

Ecuatiile (52 a-c) reprezinta formulele generale pentru a deduce operatori de
integrare directd. Aceasta se va face introducand ipoteze asupra variatiei # pe

intervalul [¢,,7,].

a) Operatorul Newmark

Sa presupunem ca

Al | ii(t) = constant, pe I =[t,,t,].

Atunci, notand

Ali(¢)) = 1i(t)) —ii(t,), (53)

avem
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u(t)=ANii(t)/ h. (53"
Formulele operatorului Newmark se obtin din (52), scrise cu ipoteza (53"), si
punand valorile calculate u,, u,, ii, , in locul celor exacte u(t,), u(¢,), ii(¢,) . Pentru

compatibilitate cu ipoteza A1, ludm & =1 1n (52¢). Aceasta valoare corespunde la

alegerea p” =1 in (51). Rezulta:

u, =i, + Bh*Aii, (54a)
i, = 1, + yhAii, (54b)
i, = iy + A, (54¢)

in care, functiile barate sunt seriile Taylor trunchiate (scrise cu valorile calculate),
adica:

i, = uy + hi, + LW, 0, =, + hii, . (54d)
Coeficientii fand ysunt definiti de (51) si diferite alegeri ale lui p si p’ conduc la
diferite metode Newmark. De exemplu, pentru p = 3 si p’' = 2, se obtine metoda cu
B =+, y =+, fard a mai fi nevoie de estimarea lui fsi €.

6 °

Este de notat ca pasul /4 trebuie sa fie suficient de mic pentru ca ipoteza Al sa fie
satisfacuta. De asemenea, dupa deducerea precedenta, toate metodele Newmark

rezultd din ipoteza A1, echivalenta cu variatia liniard a acceleratiei in intervalul /.
b) Un nou operator

Presupunem ca

A2 | ii(¢) variaza liniar pe intervalul /= [t,,¢, ]

Notand

Aui(t)=u(t)—u(t,), (55)
ipoteza A2 conduce la

u(t, + OAt) =ii(t,) + OAu(¢)) (55"

Formulele operatorului se obtin din (52), cu ipoteza (55'), si Inlocuind valorile

exacte cu cele calculate. Rezulta:
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u, =1, + phi, + Ofh° Ail, (56a)
i, = 1, + yh*ii, + 0"y’ Aii, (56b)
ii, = ii, + Ohii, + 0" ShA, (56¢)
i, = i, + Al (56d)

in care functiile barate reprezinta seriile Taylor trunchiate (cu valorile calculate),
adica:

i, = uy +hi, + LRy, o, =, + hii, . (56¢)
Coeficientii £, 3, 0 si 6, @', 8" se vor alege din conditia ca eroarea formulelor
(56 a-d) sa fie minimizata.

Formulele pentru un sistem:

U, =U, + gr’U0, + 81°AU, (57a)
U, = U, +yh*U, + 09%>AU, (57b)
U, =0, +hU, +0'6hAU, (57c)
U, =0, +AU, (57d)
in care:

U, =U,+hU, +100,, U, =0, +hU,. (57¢)

Integrarea ecuatiei (1, 2)

Fie ecuatia (1),
MU +g(U,U) +£(U) = P(¢)

cu conditiile initiale U, = U(z,), U, = U(t,) . Acestea, inlocuite in ecuatia scrisi

pentru ¢ =t,, conduc la
MU, +g(U,,U,) +£(Uy) = P(,),

din care se determind U, = U(¢,) . Considerand ecuatia (1) derivatd, si scrisi

pentru t =t¢,, rezulta
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Mﬁo +B(U09U0)Uo +C(U09Uo)ﬁo + A(Uo)ﬁo = P(to),

din care se determind U, = U(¢,) . S-au notat: B si C, jacobienii lui g in raport cu

Usi U, respectiv; A este jacobianul lui f; v. (29b).:

B(U)=[og, /i, ,.,,, AU)=[of/0u,], .- (58)
Pentru un sistem liniar (2), avem B = C, A = K (matrici constante).
Considerdm ecuatia (1) scrisa pentru momentul ¢, =¢, + A :

MU, +g(U,,U,)+£(U,) =P(t,) (59)

st inlocuim U,, Ijl , f]l din (57). Notand, pentru claritate, W = Aﬁl , Se obtine

ecuatia neliniara:

F(W) = MO"ShW + (U, + 96°W, U, + 09> W) +£(U, + 9Bh* W)

. (61b)
+M-U, -P(t)
in care s-a pus:
U, =0, +pA)'U, (61a)
U, =U, +7(A)° U, (61b)
U, =0, +5(an, (61c)
Ecuatia (60) se rezolva cu metoda Newton, iteratia fiind definita de
W =W 5 0 W, =0

(62)

J(W)S,., =—F(W™)
in care J(W) =[0F, /0W ] este jacobianul lui F, dat de:
J(W) =M6’"éh+B(le + OB’ W, le + 0> W)Oph’ 63)
+ C(INJ1 + 06’ W, le + 0 W)O'yh* + A(INJl + 6B’ W)Oph’
Iteratia se incheie prin testele:
| d5,[e i Numar de iteratii < LNIT (64)

unde ¢ and LNIT sunt alese dinainte.
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Cu W =AU, gasita ca mai sus, din (57 a-d) se calculeazi valorile U,,U,,U,,U,,

care sunt luate ca valori initiale pentru pasul urmator.

In particular, pentru un sistem liniar (2) ecuatia (60) devine liniara in W, si
anume:

A

MW =P,

unde

M = M@"5At + CO'(A1)? + KOB(AL),

P=P(:)- (MU, +CU, +KU,).

Eroarea de trunchiere locala si alegerea coeficientilor

Eroarea de trunchiere locala este eroarea formulelor (57) cand valorile calculate se

inlocuiesc cu cele exacte.

Pentru eroarea sa fie minima, rezulta coeficientii:

Cu acestia , avem:

- Eroarea in u:

T, =h’C,, |C, |< 5 M, (66)
unde M, marginea lui u® pe intervalul [7,,,].

- Eroareain u:

T/ =h'C|, |Cl |<+ M, (67)
- Eroareain ii:

T'=hCy, |Cl < 1M, (68)

Ordin

Revenind la pasul general i > 1, rezultatele anterioare (66-68) se scriu:
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T,=hC,. |C,|<%M,
T'=hC], |C/|<LiM, (69)
in= h3Ci”, |C1'”|< %M5

unde |u” (1) |< M,, te[t,,TT].

Cum T, = O(h’), iar T/ = O(h"), rezultd urmitoarea propozitie:

Propozitia 1

Operatorul cu coeficientii f=1,60 =

ENE
<
Il
=
°Q
Il
W=
(S %)
Il
-
<
Il
=
o
=
[¢)]

ordinul p=3 m

Propozitia 2

Daca nu exista amortizare, operatorul are ordinul p =4 =

Aceasta se probeaza punand operatorul sub forma multi-pas, si anume se obtine:
, 1
u, —2u, +u, =h E[% +10¢, + ¢, ].

Formula coincide cu cea a operatorului Newmark, pentru y =1 si f=1.

Stabilitatea operatorului (stabilitatea liniara)
Tratam stabilitatea pentru sistemul liniar (2) si presupunem ca aceasta se

decupleaza in forma (5). Aceasta revine la a discuta stabilitatea pentru o singura

ecuatie de forma

X+ 28wx + @’x = p(t) (80)
Punem:
x=wh=2n(h/T). (85)

T =27/ ® noteaza perioada raspunsului fara amortizare.
a=p%x> +2yk+6'

ﬂ,zﬂe, 7/,:}/9,, §!=§9”‘
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Forma matriceala a operatorului

Notam cu

X(0)= [u(r) u(t) ii(t) 'a'(t)]T (81)
Formulele operatorului se pun sub forma:

X, =8X, +Rp, (86)
Unde:

R, =[gn* yn* sn 1], si R=R,/ah); p, = p(t,).

S este matricea operatorului.

Calculand S si aplicandu-i transformarea de similaritate de finita de
S'=D'SD, D = diag[h*"]._, , (88)
obtinem urmatoarea structura a matricii S":

1_:3'01 1—,6”(:2 %_IB’C} ﬂ_ﬁlc4

-y, l=ye, l-ye;  y-ye

S'= ! ! ! ! (89)
-0¢, oc, 1-6c, o6-o¢c,
- -c, -, l-c,

Coeficientii ¢; sunt definiti de:

c,=x"1a,c,=(x>+2&)/a, c;=(x>+2&+1)/a,

c, = (B’ +2&+05)/a (89a)

Criteriul de stabilitate

Considerdm formula de recurenta (86) scrisa pentru momentul general 1 =¢,,,:

Xin =SX;+Rp,,, 120
Aplicata sucesiv pentrui =0, 1, ..., n-1, se obtine:
X, =S"X, +(pS"" +p,S"?+...+ p,DR (90)

incare p; = p(t,), iar I este matricea unitate.
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Sd presupunem cd, conditia initiala X, este afectatd de o eroare d, astfel ca in loc
de X, avem:
Y, =X, +d
Solutia calculata cu conditia initiald Y, va fi data de (90), fie aceasta
Y, =S"Y, +(pS"" + p,S"? +...+ p,DR (91)
Scazand (91) din (90) avem eroarea
e =Y -X, =8"d

Definitie

Operatorul se zice stabil daca eroarea e, ramane mdrginitd pentru Vi m
Daca S are numai radacini simple, criteriul de stabilitate este:
p(S) <1 (95)

unde p(S)=max |4, | este raza spectrald a lui S.

Dacd in (95) avem p(S) <1, atuncirezultdi n > 0c=e, = 0.
u
Rezultate:

a) Sistem fara amortizare (= 0)

Se obtine:
x* <6, sau
(103)
V4

Aceasta este limita de stabilitate pentru raportul #/7 (lungime pas/perioada).
b) Sistem cu amortizare ({'# 0). Operatorul cu mediere.

Utilizand criteriul Routh-Hurwitz (v. Hairer & al. (1987)), se poate arata ca pentru
¢ # 0 operatorul este instabil pentru orice pas 4. Procesul descris mai jos, numit

“medierea asupra lui i ”, va asigura stabilitatea operatorului pentru sisteme liniare
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cu amortizare. Presupunem p() derivabil pe intervalul [7,,¢,]. Atunci, derivand

ecuatia de miscare (80) avem:

ii + 2lwii + w1 = p(t) (104)
Susbtituind in (104), scrisd pentru ¢ = #;, valorile u,,u, si i, calculate din (52a-c),
se obtine o noud valoare a lui ii(¢,), fie aceasta:

i,V = —w?u, — 2Lwii, + p(t,) (105)

Daci valorile u,,u,,ii, ar fi exacte, atunci i, dat de (56d) ar fi egal cu #,"” dat de
(105). Media cu ponderea v, 0 < v <1, a acestor doud valori, se va lua ca noud

aproximatie a lui ii(¢,), adica:
i, " = vii, + (1= v)i, " (106)

In Figura 1 de mai jos, se di raza spectrald p” a matricii S pentru v =0.5,
pentru rapoarte de amortizare ¢ in plaja 0.0 ... 0.9, reprezentatd in functie de
raportul 4/T (unde T este perioada sistemului fard amortizare) . Valoarea 4/T

pentru care p' =1 este limita de stabilitate pentru valoarea { respectiva.

In Figura 2 se di limita de stabilitate a operatorului cu mediere, pentru v = 0.5 si

v =0.9, reprezentatd in functie de ¢
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Din Figura 2 se poate observa ca, pentru o valoare data ¢, limita de stabiliate
descreste pe masura ce v (v < 1) se apropie de 1. Teste numerice (pentru sisteme
liniare cu amortizare) au aratat ca, valori v apropiate de 1 ofera o precizie mai
mare, dar marimea pasului este limitatd de raza spectrala. O valoare care convine

este v = 0.5, adica in (106) se ia media aritmetica a celor doud valori.

Medierea pentru = 0:

Utilizand polinomul caracteristic al lui 8’ si criteriul Routh-Hurwitz, se poate
arita analitic, ca operatorul cu mediere este instabil pentru orice v si orice 4. In
particular, pentru v = 0.5, aceasta se observa pe graficul din Figura 1, pentru z = 0:
avem p > 1. In consecinti, medierea asupra lui i se va utiliza pentru si numai
pentru sisteme cu amortizare.

Observatie
Pentru un sistem (2), medierea asupra lui U se obtine pe aceeasi cale ca mai sus.
Derivand ecuatia (2) se obtine MU + B(U)U + A(U)U = P(¢), si inlocuind

U,,U, si U, din (57 a-c) avem:

MU, =P(1,)-B(U,)U, —A(U,)U,

care se rezolva in raport U,"”. Medierea este dati de:
U =0, +(1-v)U,"

unde U, este dat de (57d) m

Exemplu de test — problema celor doua corpuri

Consideram din nou problema celor doud corpuri —v. 3.3.9, in cazul e = 0.9,

acesta fiind testul cel mai sever. Integram cu noul operator, cu coeficientii:
=t 0=%; r=1,0y==%; §=1,0"0 =% —formulele (56) si luand: eps =
1E-6, [nit = 3. Codul utilizat este cel dat in ANA. Comparatia rezultatelelor cu

cele obtinute 1n 3.3.9 prin metoda RK4 (pas constant) se da in tabelul urmator.

e =0.9, Erori absolute extreme la # = 18.849 (18.84 — pentru 2 = 0.01; 0.005).
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Pasul RK4 Noul Operator
h Eroarea absoluta Eroarea absoluta
Maxima (x) Minima (x) Maxima ( x ) Minima ( x)
0.017 3.52 D0 3.54 D-1 1.58 DO 5.93 D-2
0.005 7.12 D-1 4.26 D-3 1.42 D-1 1.68 D-3
0.001 6.02 D-4 3.33D-7 2.63 D-3 1.47 D-7
0.0005 3.28 D-5 1.82 D-8 1.64 D-5 9.13D-9
0.0001 4.64 D-8 1.19 D-11 2.72 D-8 6.98 D-12

" Eroarea maxima are loc in .

Observatii

a) Dupa cum se observa din tabel, erorile sunt cca. 1/2 din cele ale metodei RK4.

b) Convergenta iteratiei Tn metoda Newton (subrutina NewOp) este rapida: de
exemplu, pentru 2 = 0.001, dupa 2 iteratii valorile normei corectiei (delta_w)

sunt de ordinul 107 ...10™"*, sau chiar 0.0 (cu exceptia primelor momente cand

au ordinul 107°...10™%) m
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