CURS 2
METODE NUMERICE PENTRU SISTEME DE ECUATII NELINIARE

Preliminarii: Norma unui vector si norma unei matrici (rapel).
Sisteme de ecuatii neliniare. Definitii.

Metoda punctului fix.

W = o

Metoda Newton; metode cvasi-Newton.

0 Norma unui vector si norma unei matrici

Fie V un spatiu vectorial: in cazul de fata, Veste R" sau C".

Norma unui vector xe V este aplicatie Il. ll: V — R, satisfidcand axiomele:

1. IxlI=0,sillxl=0=x=0.

2. IA-xlI=1Al-lIxll, VA=scalar (1€ R sau A€ C).
3. lIx+yll<iixl+lyll

Exemple de norme ale unui vector:

IIx Il =max|x, | ... norma-co (norma maximum)
i=l,n
n
Ixl=>"1x ... norma-1
i=1
n 1/2
Ixi,=]) Ix I ... norma-2 (norma euclidiani
2 i
i=1
|

Fie A, este multimea matricilor nXn cu elemente scalare (reale, complexe).
Norma unei matrici A € A, este o aplicatie Il.Il: A, — R, care satisface axiomele

1 — 3, si 1n plus, urmatoarele:
4. TA-BIZIAIl-IBI

5. TA-xII<ITATI-NIxI

In axiomele 4-5, Be A, , iar X este un vector. Normele care satisfac 5 se zic
compatibile cu norma vectorului.
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Observatie

Definitia normei unei matrici, indusa de norma vectorului, este:

A ll=sup A X
w0 x|l

Pentru detalii privind norma unui vector $i norma unei matrici, vezi Capitolul 4-1 m

Exemple de norme ale unei matrici:

TAll = maXZI a; | - norma liniilor
b
Il All,= max ZI a; | - norma coloanelor
J i ’
% 1/2 . g o
TA1l,=|p(A"-A) - norma euclidiana,

incare: A" =AT (A- conjugat transpus); © = max | /7,,. |, unde /7,,., j= 1,_n sunt
: ‘ ‘

valorile proprii ale matricii A. p se zice raza spectrala.

1 Definitii

Fie sistemul de ecuatii neliniare

fi(x,xy,...,x,)=0

Acesta se scrie vectorial
f(x)=0 (D

unde f: I —- R", I < R". Explicit:

[ x, | 0] [ fi(x)]
X, 0 £, (x)
x=|.|,0=]|.],f(x)= . ,
| X, | 0] | [ (X) ]

O solutie a sistemului (1) se va nota cu a, adica: f(a)=0.

a.ch. — Octombrie 2009



Pentru rezolvarea prin metoda punctului fix, sistemul (1) se va considera pus sub

forma:

X = g(Xx) (2)
incare g: I > R", IcR",

O solutie a lui (2) se va nota @, adica: o =g(a).

In ceea ce urmeaza, se presupun cunoscute notiunile de norma a unui vector Il x I, si

norma a unei matrici patratice Il A Il. In particular, norma-co este:

L

Ixl,=max|x, I; IAll,=max ) la,; .
l . )
J

2 Metoda punctului fix
Ecuatii de forma x = g(x).

Metoda

Metoda consta in construirea sirului:

(0) X (0)]T

0 . . . .. - ~
x? =[x, x, g - aproximatia initiala, data;

x" =g(x™), n=0

A nu se confunda indicele superior (n) (indicele iteratei) cu ordinul n al sistemului

(indice inferior al coordonatei x*").

Convergenta procesului iterativ este asiguratd de urmatoarele conditii:

(1) g este contractantd — pe o vecinatate I a radacinii: pentru Vx,y e I
lg(x)—g(y)ISM-lIx-yll, M<1.

(2) Aproximatia initiald x” € I este suficient de apropiati de ridicina .

Observatie
Dacda g: C — C si Cc R" este un compact (multime marginita si inchisa), atunci

procesul converge pentru Vx” e C.
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]
Teorema 1
Presupunem:
1. x=g(x) are o radacina q.
2. g este continua si are derivate partiale de ordinul 1 continue, pe I definit de:
Ix-—al_<p.

3. Derivatele satisfac conditia:

dg; (x)

— 1< A<1, Vxel.
axj

max >
L

Atunci, Vx® e I:
(a) Iteratele x e 1.
(b) Sirul x" - a.

(c) ot este unica radacina in I m

Intervalul I din Conditia (2).

Sumarul demonstratiei:
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Fiex,ye L Ix—-all_<p,lly—all_< p. Din desvoltarea Taylor, se aratd ca avem:
lgx)—g(y)ll, <A lx-yl_

Rezulta:

Ix" —all =lgx")—g@ll, <ANx" —all_<A-p<p

si prin inductie:

Ix™ —all, <A p

Cum A< 1,rezultd ' =0, sau x" —> a.

Concluzia (c) se demonstreaza prin contradictic m

Observatii

1) Matricea jacobian a functiei g:

Introducem jacobianul G a lui g, prin:

agi

GXx) = ™

} ox, ox,  Ox

J

L n _1x

Cu definifia normei Il A |l = max ZI a; |, conditia 3 se scrie:
1 .
J

3. IGX) <A<, Vxel

G(x) joaca rolul lui g’(x) pentru o functie scalara.
2) Convergenta liniara:

In conditiile din Teorema 1, cu A > 0, convergenta este liniara, conform relatiei:

Ix"Y —all, <A 1x" —all_.
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3) Convergenta de ordinul 2 (patratica)

Sa presupunem ca in radacina o, avem:

98

G(a)=0
(@) < ox

unde O este matricea nula, si ca dg, / ax‘,. sunt continue pe o vecindtate a lui o.
Atunci, 3p > 0 astfel incat conditia 3 sau 3' este satisfacuta. Daca, in plus, derivatele

de ordinul 2 exista si sunt marginite pe | x—a ll_< p, adica:

azgi
ox ;0

max
i,j.k

= 1

atunci din formula Taylor rezulta:

lg(x)—g(a)ll_ <M-lIx—al_’,

unde M =—-n*-M,,

N |~

Cu x=x", g(x") =x"", rezulti:

Ix" —al, <M-Ix" -all’
care arata ca convergenta este de ordinul 2

]

2.2 Procedura explicita de punct fix

Consideram sistemul dat sub forma f(x) =0 si vrem sa-1 transformam intr-un sistem
echivalent de forma x = g(x).

Fie A(x)=[a,(x)] o matrice nXn, nesingulara pe o vecinatate a lui a. Definim:
g(x) =x ~ A(x) - (x)

Este evident ca, A fiind nesingulard, avem:

x=gx) & fx)=0.
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Exemplu - 1: ‘Iterare cu matrice constanta’

A(x) = A , unde A = matrice constantd (a;; = constant) si nesingulara.

gx)=x—A-f(x)

Se verifica imediat ca, jacobianul lui g este dat de:

Gx)=I-A-F(x),

unde I este matricea unitate, iar F(x) este jacobianul lui f,

o,
F(X) B [E}X .

Explicit:

o
ox, 0ox,
F(x) :{i:l =
Aoy, a
[0x, dx,

dx

Conform Teoremei 2, iteratia va converge daca elementele matricii G(x) sunt

suficient de mici, si x'” este suficient de apropiat de d.

Pentru o convergentd mai rapida, sd cerem — v. Observatia 3:

G(a)=0.
Rezultd A -F(a)=1, sau

A=[Fw]".

3)

Cum o nu este cunoscut, luim de exemplu, a = x”, rezulti:

A=[Fx]".

Iteratia va fi definita de
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x" =x" A -£(x"), )
unde A este definita de (4).

Procedura se zice iterare cu matricea constanta A, si este analoaga cu metoda coardei

pentru o functie scalard m

2.3 Schema practica de iterare

Procedeul practic, care evitd inversarea matricii F(x'”), este urmitorul. Punem:
&((lﬁ—l) — X(n+l) _ X(n) ,

si rezulta — pentru n>0:

F(x?) - &"" =—f(x™) (6a)
X(n+l) — X(n) + &((lﬁ—l) (6b)

Procedeul revine la determinarea corectiei dx"*" prin rezolvarea sistemului liniar

(6a). Iteratia se opreste prin testele
I x" I <eps, (7a)

n+1 < Init (7b)

unde toleranta eps si numarul limita de iteratii [nit, sunt alese dinainte. Procedeul este

util mai ales daca actualizdm A dupa un numar de pasi, conform Observatiei 1.

Codul Fortran care implementeaza aceasta schema, cu actualizarea matricii A dupa 3

pasi, este dat Tn ANA — Fix_Sys.

Exemplu - 2: ‘Metoda Newton’
Si presupunem cd, pentru a avea A = [F(a)]™, actualizim matricea A din (4,5), la

fiecare pas. Iteratia (5) devine:
KD = ™ _ [F(x‘"))]_l £(x™).

Aceasta reprezintd metoda Newton pentru sistemul f(x) = 0 — v. In continuare m
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3 Metoda Newton
Ecuatii de forma f(x) =0.

Metoda
Consideram ecuatia echivalentd x = g(x), unde g(x) =x—A(x) -f(x).

Cautam A(x), astfel ca metoda punctului fix pentru g sa aiba ordinul doi. Conditia

este — v. mai sus, G(a) =0, sau

98 —0, ik=1,2,..n.
ox, —

Se verifica faptul ca aceasta conduce la conditia A(a) = [F(oz)]_1 .

Atunci, presupunem ca:

- feste continua si cu derivate partiale de ordinul 1 continue, pe o vecinatate a lui
radacinii o.

- Jacobianul lui f este nesingular in o

det(F(a)) #0.

Determinantul fiind functie continua de elementele jacobianului, 3p > 0 astfel ca

pentru Ix—a ll< p sa avem

det(F(x)) #0.

Alegem atunci

AX) =[F®]", Ix-—all<p,

care asigurd A(a) = [F(u)]_l. Rezulta:

g(x) =x—[Fx)]" - £(x)

Metoda Newton este atunci:

™ = g _ [F(x“’))]_l £(x™) (6)
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Conform Teoremei 1 si Observatiei 3, rezulta urmatoarea

Propozitie

Daci f are derivate partiale de ordinul 2, mirginite pe | x—a ll< p, si x© este

suficient de apropiat de o, atunci metoda Newton are convergentd patraticd m

In propozitia de mai sus, si in relatiile anterioare, Il . Il este Il .1l .

Nota

Ipotezele de mai sus, in particular det(F(a)) # 0, se poate Inlocui cu altele — v . Cap.
3-1V, 3.1, Teorema 3. Astfel, metoda se poate aplica si in cazul det(F(a)) =0. In

acest caz, convergenta este liniard. m

3.2 Schema practica de iterare

Schema practici de iterare este cea de la 2.3, evitindu-se inversarea matricii F(x"),

si anume (pentru n =0):
Fx™) - &x"" =—f(x") (7a)
X(n+1) — X(n) + &((lﬁ—l) (7b)

Corectia """ se calculeazi prin rezolvarea sistemului liniar (13a). Iteratia se

opreste prin testul

I x" D I<eps, (8a)
unde toleranta eps este aleasa dinainte. Obignuit, se adauga si testul:

Numar de iteratii < Init, (8b)
unde /nit este numarul limita prescris de iteratii.

Codul Fortran care implementeaza aceastd schema se da in ANA — Newton_Sys.

3.3 Calculul numeric al derivatelor partiale

Evaluarea jacobianului F(x*’), la pasul k, cere evaluarea a n* functii of, /dx, . Chiar

daca acestea se pot calcula analitic, pentru n mare efortul de calcul este mare. Alteori,
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f;(x) sunt date numeric. In astfel de cazuri, derivatele se calculeaza numeric, prin

diferente divizate:

o, | xR x) = fi( )
ox . h

J

2
X0

x0

unde | 2| este ‘mic’. Cresterea i poate constantd, sau poate fi variata de la un pas la

altul (luand & = h")). h nu se ia excesiv de mic, pentru a nu conduce la erori de
rotunjire mari. Se arata ca, pentru a mentine convergenta patratica, & trebuie sa

satisfacd conditia (la pasul k):
lhI<CIEE™),

unde C este o constanta pozitiva, fixata dinainte (Ralston & Rabinowitz (1978)).

3.4 Metode cvasi-Newton

Metoda Newton este metoda descrisa de formula de iterare (6), care utilizeaza
jacobianul evaluat la fiecare pas x"” (analitic, sau numeric).
Daci jacobianul F(x"™) este inlocuit cu o aproximatie a acestuia, metodele se zic

metode Newton-modificate sau metode cvasi-Newton.

Pentru a reduce efortul de calcul se procedeaz la inlocuirea jacobianului F(x*) de

la pasul &, cu o aproximatie a acestuia, fie aceasta AR dupa una din urmatoarele

scheme:
- Jacobianul nu se actualizeaza dupa fiecare pas, ci dupa un numar m de pasi:
AV =Fx"®) -pentru [ =k, ..., k+(m—1).
Aceasta schema reduce viteza convergentei, dar este economica la o rulare lunga.

- Aproximatia jacobianului la pasul k+1 se genereaza din cea de la pasul k, farda

evaluari suplimentare de functii. Aceasta schema este mai buna decat precedenta.

Pentru modalititi de generare a lui A“*" - v. Ralston & Rabinowitz (1978).
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Cu modificarile precedente, formula de iterare (6) devine:
x kD — x ) _ [A(k) ]—1 'f(X(k)) 9)
|

Nota I: Metoda Newton prin liniarizarea ecuatiilor

Fie ecuatia neliniara f(x) =0, sau explicit, sistemul
fi(x)=0, i=1L2,...,n

Daci x'” este in vecinitatea radacinii, consideram desvoltarea Taylor a lui f,(x) in

jurul lui x©:

0=+ y L

(0)
™ (x; —x;7 ) +...
j=1

x(

J
unde termenii nescrisi sunt de ordin mai mare sau egal cu doi in (x; —x}”).

Presupunem ca acestia sunt neglijabili Tn raport cu termenii de orinul 1ntai, si avem

L= f&™)+Y Ll -
i 1 — ax ‘ J J
Jj=1 i lx©®
3 . of, L ) . ..
Notam F; = — elementele jacobianului F al lui f, adica
‘ .

J
of,/ox, --- df, /0x, F' - F!
F(x) = B
of /ox, --- Of, /ox, F' - F"
Desvoltarea devine

fix) = f,»(x<°>)+zn:F;‘ x)(x, —x),

Sau, matriceal,
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X=X

0

) ) . X, — X

(x)=fxY+[F F/ ... Fll.,-*. 7
i i 1 2 ndx

X, =X,

Ecuatiile scrise pentru i =1,2,...,n, dau:

f(x) = f(x?)+Fx?)(x-x)

Rezolvam aproximativ sistemul f(x) =0, inlocuind f(x) prin expresia sa liniarizata
(in membrul doi al relatiei precedente; punem semnul = in loc de =).

Rezulta:

Fx”)x=-f(x?), (10)
unde s-a pus

x=x—-x"7.

Relatia (10) este formula schemei de iterare in metoda Newton.

Solutia x =x” + & este o aproximatie a ridicinii (este solutia sistemului

liniarizat).

Presupunand ci aproximatia x"" este mai bund decat x'”, atunci metoda consti in

) ()

aplicarea repetata a formulei (10), inlocuind, la pasul urmator, x? cu x

Astfel, in general, metoda Newton este:

Fx* )& = £(x®), k=0,1,...

unde K" =x* _x®

Problema consti acum, in a proba ci sirul X’ - a.

Nota 2: Interpretare geometrica pentru cazul n = 2

Sa punem z = f,(x,y), z = f,(x,y). Acestea sunt ecuatiile a doua suprafete, fie

acestea S, s1 S,.
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Ecuatia f,(x,y)=0, revine la z =0, adica la intersectia suprafetei S, cu planul x-y:
aceasta este o curbd C,. Solutia sistemului f,(x,y) =0, f,(x,y) =0, revine la

intersectia curbelor C, si C,.

Functia liniarizata este:

af, (x(o) , y(O) )
ox

af, (x(o) , y(O))

7= f[(X(O),y(O))+
dy

(x; —x{")+ (v, =¥

(0)

Aceasta reprezintd ecuatia planului tangent in (x'”, y®), 1a suprafata S, .

Deci, metoda revine la inlocuirea suprafetei, in vecindtatea radacinii, prin planul

tangent

(Analog, cu metoda Newton pentru o ecuatie scalara f(x) =0, unde graficul se

inlocuieste cu tangenta la grafic).

Intersectiile planelor tangente cu planul x-y vor fi doud drepte — care aproximeaza

curbele C, si C,. Intersectia dreptelor este aproximatia radacinii.

Exemplu

Fie sistemul de doua ecuatii neliniare:

filx,y)=x>+y*-5=0, f,(x,y)=y—e'-1=0.
Aproximatiile initiale se iau:

x =(=2,1),si x¥ =(05,2).

De exemplu, acestea se pot gasi analizand intersectia graficelor curbelor

x*+y*=5, y=e' +1.
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Matricea jacobian este:

|

2-x 2y

—e

F(x,y)=[ .

1

x

Ludm eps = 1E-6. Calculul este efectuat In simpla precizie. Solutia calculata (x, y),

numarul de iteratii, si valorile lui f Tn solutie, sunt date 1n tabelele de mai jos.

1) Metoda punctului fix, iterare cu matricea constanti A = F(x”’), cu actualizare

dupa 3 pasi:
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x© Nr. iteratii | x y filx,y) Salx, y)

(-2,1) 5 -1.919 684 1.146 653 | -2.761 E-7 -2.995E-8

0.5,2) | 17 0.2043 374 2226712 | 7210 E-8 -4.654 E-8
Observatii

Derivatele partiale ale functiilor f, sunt calculate numeric, cu A =0.001. Numarul

1
de iteratii pentru a doua radacina este mai mare decat cel pentru prima radacina,
intrucat aproximatia initiala (0.5, 2) este mai Indepartatd de radacina. Cu aproximatia

x? = (0.2, 2.2), se giseste aceeasi solutie in § iteratii.
m

2) Metoda Newton:

x© Nr. iteratii | x y filx, y) folx, y)
(-2,1) 4 -1.919 684 1.146 653 | -2.761 E-7 -2.995 E-8
0.5,2) |5 0.2043 374 2226712 | 5.384 E-8 8.289 E-9

Nota: Derivatele partiale sunt calculate cu matricea jacobian F(x, y)

Exercitiu

Sa se rezolve sistemul:
xy—z' =2
—xyz—x"+y =4
e'—e’ —z=7

vvvvv
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