CURS 3
METODE NUMERICE PENTRU SISTEME DE ECUATII LINIARE

l. Metode directe: Gauss; LU; Cholesky; Cholesky — matrici banda.
. Metode iterative: Jacobi; Gauss-Seidel; SOR.
I1l.  Stabilitatea solutiei si conditionarea sistemului.

0. INTRODUCERE

Sistemele de ecuatii liniare apar in modelarea unor probleme stiintifice, precum si in
metodele numerice de rezolvare a acestora. Exemple: sisteme de ecuatii neliniare,
aproximarea functiilor, probleme la limita pentru ecuatii diferentiale, ecuatii cu

derivate partiale, optimizare, etc.

Gasirea solutiei unui sistem de ordin mare (sau inversarea unei matrici de ordin

mare), poate fi o sarcina dificila in practica, datorita:
(1) Numarului mare de operatii aritmetice necesare pentru gasirea solutiei.

(2) Erorilor propagate, intr-un sir lung de operatii cu numere reprezentate in virgula

flotanta.

Dificultatea (1) face nepractica rezolvarea manuala, iar (2) este inerenta in utilizarea

calculatorului.

Analiza unei metode cuprinde problemele:

- Numadrul de operatii aritmetice necesare pentru a gasi solutia.

- Estimarea, Tnainte de calculare, a preciziei solutiei (estimarea a priori a erorii).
- Verificarea preciziei solutiei calculate (estimarea a posteriori a erorii).

Problemele practice se pot clasifica dupa ordinul sistemului (numarul de ecuatii) si
tipul matricii sistemului. Matricea sistemului se zice densda, daca majoritatea
elementelor sale sunt diferite de zero, si rara — daca majoritatea elementelor sunt

zero. Astfel, avem categoriile:

I. Sisteme de ordin moderat, cu matrice densa:
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Acestea se rezolva in memorie, si ordinul sistemului este limitat numai de memoria
disponibild. Uzual, ordinul sistemului poate ajunge la sute de ecuatii. Majoritatea
algoritmilor se bazeaza pe eliminarea Gauss, cu variante pentru clase speciale de

matrici.
II. Sisteme de ordin mare, cu matrice rara:

Asemenea sisteme pot ajunge la sute de mii de ecuatii. Eliminarea Gauss nu mai este

convenabila, si se utilizeaza metode iterative.
[11. Sisteme de tip Il — rezolvare prin utilizarea de fisiere disc

Memoria fiind insuficientd, se folosesc fisiere pe disc pentru generarea i procesarea
matricii. Lucrul cu matricea sistemului se face pe ‘blocuri’: de exemplu, matricea este
generatd pe disc; succesiv, blocurile sunt citite, procesate in memorie $i rescrise pe
disc. Un exemplu este cel al sistemelor cu matrice banda simetricd, sisteme care apar

in problemele de analiza statica a structurilor m

Un sistem de ordinul n se va nota prin:

a, X, +a,X, +..+a,X, =h

1n*n

Ay X +a,X, +..+a,X, =b

n

Matriceal, sistemul se scrie:

- TORROR - T I 4 b,
Ay e e Ay || _ b, )
Ay e e Ao | X, b,

Sau:

Ax =D, (1)

n care A este matricea sistemului (n x n), iar X si b vectorul necunoscutelor si,

respectiv, vectorul termenilor liberi (matrici coloana cu n elemente):

A=[a;];un X=[X ...%]1, b=[b ..b,T
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l. METODE DIRECTE
1 Metoda Gauss

1.1 Metoda

Sistemul dat se transforma in sistemul echivalent Ux =g, cu matricea U superior

triunghiulara, cum urmeaza. Sistemul dat se noteaza
ADx —p®

La pasul curent k (k =1, 2, ..., n—1), sistemul este
AOx =p®,

Se lucreaza cu liniile i =k, ..., n, din A% si b® _ (Liniile 1, ..., k —1, procesate
anterior, riman neschimbate). Concret, se opereaza cu sub-matricea A% (k : n, k : n)

si sub-coloana b™ (k : n) atermenilor liberi.

[a® 4O ) @ 7
a;  ay ... ay : : a;
0 2 2
0 a,; ... a, . . a,.
0o - . .
(k-1) (k-1)
k-1,k-1 ' ' ak—l,n
A¥=10 . ... 0 aY . a . al [x(my);
o 2
) ) ()
o oo o | ©d
0 0 .. 0 a% . . . al
[ p®
1
b{?
(k-1)
bk—l,k—l
W _| Thio "
b™ =| b |x(-my)
. 2
b | ®
k)
L —n |
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Elementul diagonal a{ se numeste pivot (la pasul k). Presupunem a$’ =0 — v. mai

jos pivotare, si definim multiplicatorii de la pasul k:

al®

. . 1 —

My =5 i=k+1...,n
akk

Pentru i =k +1,..., n: linia k se inmulteste cu —m,,, si se aduna la linia i. Rezulta
elemente nule in coloana k, sub elementul diagonal a{. Linia k rimane neschimbata.

Noii coeficienti si termeni liberi vor fi:

(D) _ 00 _ 0. i
ad? =al —m, -al; J_k+1,...,n} 1l

(k+1) _ KK (k)
bi - bi — My 'bk

La pasul n se noteaza, pentru convenienta, U =A™, g=b" sisistemul devine

Ux =g. Explicit:

u, . . o | Ix ] T9,]

0 Uy, . . . Uyl | X P

0 0 uy U || X - g.k @)
| 0 0 u,| [ X | |9,

Observatici u, =al’.

Acest sistem se rezolva prin substitutie inapoi:

Xn:gn/unn; Xk:(gk_zukj'xj)/ukk; k=n—1,n—2,...,1

j=k+1
|
1.2 Factorizarea (descompunerea) LU

Multiplicatorii m,, (unde i =k +1,..., n) din eliminarea Gauss, se pot retine pentru a

rezolva Ax =b cu diferiti termeni liberi b. Introducem atunci, matricea inferior-

triunghiulara (cu 1 pe diagonala, si multiplicatorii m,, Tn sub-coloanele k +1:n):
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— 1 O_
m, 1 0
L my, m, 1 O 0 @)
1
_mnl ng ' ' mn,n—l 1_

Avem urmatoarea propozitie:

Propozitia 1

Daci, in eliminarea Gauss, la fiecare pas k pivotul a$’ =0, atunci A=LU m

L este matricea inferior triunghiulara a multiplicatorilor (3), iar U matricea superior

triunghiulara din (2) m

Consecinta — Calculul determinantului:

Daci la fiecare pas k pivotul a’ =0, atunci:

det(A) =u,, -U,, -...-U

Observati ci u,, =al’, astfelcd valoarea determinantului este produsul pivotilor m
Intr-adevar: det(A) = det(L) - det(U), iar det(L) =1.

Pentru calculul determinatului in cazul cand se schimba liniii in matricea A (Se

pivoteaza), v. mai jos.
1.3 Numair de operatii

Pentru n = ’mare”, numarul de operatii in eliminarea Gauss este:

nS

NOPR, .. ® —

Guass
3

(Operatie = adunare sau scadere; in calcule, acestea sunt urmate de obicei de o

inmultire sau impartire.)
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1.4 Pivotare

La fiecare pas k, pivotul al’ = 0 apare la numitorul multiplicatorilor m, . Astfel,

avem conditiile:
Pivotul nu trebuie sa fie nul, si nici ”foarte mic”:

- Daci pivotul este nul, eliminarea Gauss nu poate continua. in acest caz, matricea
este singulara.

- Daca pivotul este foarte mic”: rezulta multiplicatori m,, mari, iar erorile de
rotunjire in valoarea lui m,, conduc la erori mari in calculatiile urmatoare.

Matricea este “aproape singulard”.
Practic, se testeaza daca pivotul este mai mic decat un prag ales.

V. Exemplul de mai jos.

Procedeul de alegere a unui pivot # 0 se zice pivotare. Aceasta consta in:

- Cautarea elementului de modul maxim, in sub-matricea cu liniile si coloanele
K,...,n;

- Aducerea lui pe pozitia de pivot — pozitia (k,k)— prin schimbari de linii, sau
schimbari de linii i coloane.

Schimbarea de linii din A, se face si in vectorul b.

Daca pivotul este mai mic decat pragul, eliminarea Gauss se opreste.

Strategii de pivotare:
1) Pivotarea partiala:

Se cauta elementul de modul maxim in sub-coloana a(k : n,k). Acesta devine pivot,

aducandu-1in pozitia (k,k). Fie pivotul gasit in linia |1 > k. Daca pivotul este mai

(k) (k) ).

mare decét pragul si | >k, atunci se schimba liniile k si | (in A"™ siin b

a.ch. — Octombrie 2009



2) Pivotarea completa:

(k)

(1

e
b®

p )

(k)

)

Se cauta elementul de modul maxim Tn sub-matricea a(k : n, k : n). Daca maximul

este atins pentru linia 1 >k sicoloana J >k, atunci se permuta liniile k si | si

coloanele k si J-n A, siliniile ksil-inb m

. al
K
k) < @)
Observatii

1)

7
(1

e
b®

p )

(k)

(1

- Prin pivotare rezulta, la fiecare pas, multiplicatori de modul < 1:

Im, <1, i=k+1..,n.

Acesta previne generarea in A®™ | de elemente de marime foarte diferita, care ar

putea duce la erori de pierdere de semnificatie.

- La pivotarea completa, datoritd permutarii de coloane, ordinea necunoscutelor se

schimba. Ea trebuie refacuta la sfarsitul eliminarii.

Teoretic, pivotarea completa duce la o precizie mai mare a solutiei; in practica insa,

diferenta este mici fata de pivotarea partiali. In plus, pivotarea completi cere mai

mult timp-calculator. Din aceste motive, majoritatea algoritmilor utilizeaza pivotarea
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partiald. In ceea ce urmeaza vom considera numai pivotarea partiald, numita pe scurt,

pivotare m

Observatie

Dacé nu se pivoteaza, atunci avem LU = A (Propozitia 1).

Daca se pivoteaza, atunci avem LU =A’, unde A’ =PA, iar P este o matrice de
permutare de linii. Matricea A’ se obtine din A, permutand liniile in aceeasi ordine in
care se permuta la pivotare. Sistemul care se rezolva este A'’Xx=Db', unde b’ este b

cu liniile permutate in ordinea de la pivotare m
Calculul determinantului:

Determinantul matricii A"'=LU este det(A") =u,,u,, ... U,,.

Determinantul matricii A va fi

det(A) = (-1)"-' det(A"),

unde n_I este numarul de schimbari de linii in cursul pivotarii.
[

Exemplu — Pivot ”foarte mic”

Consideram sistemul AX =b, unde:

3

- h b= 1 1 1

I

=
N DO O
N O R

Tn calculul exact, A este singulard. Rezolvand in simpla precizie, cu programul Gauss

2007, cu un prag de 1E —7, se obtin urmatoarele rezultate:
Permutare, Pivot:

1 5.000000

2<->4 -2.800000

3 -0.2857143

4 7.7486033E-07
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* Solutia pentru termenii liberi nr. 1

x(1l) = -0.2193944E+08
X(2) = 6452776.

X (3) = 0.2322999E+08
x(4) = 1290555.

* Proba

Diferente (A*x-Db)
1 -4.625000
2 0.3750000
3 -1.750000

4 -4.500000

Adica, solutia nu verifica, si este inutil a o calcula.
Erorile in solutie sunt produse de pivotul de la pasul 4, care este “foarte mic”.

Cu un prag de 1E — 6, programul se opreste cu mesajul:

Linia 4: Pivot = 7.7486033E-07

* Pivot < 1.00E-06 !

* Sistemul nu se poate rezolva.

In calculul in dubli precizie, pivotul din linia 4 rezulti 0.000000000000000.
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3 Descompunerea LU
3.1 Calculul direct al factorilor L si U

Problema este calculul direct al factorilor L si U, astfel ca A=LU .

Elementele lui L si U se gésesc din ecuatiile a; = linia i, xcoloana j,:

uJl

uj2

: min(i, j)
ay =, 1, .. L0 .. 0Jfu; = D lLu,

...... L

0

_0_

Tn particular, inmultind linia i din L cu coloana i din U, rezulta:
i—
qQ; = Zlikuki +Iiiuii
k=1
Exista o neunicitate a descompunerii LU, care provine din alegerea arbitrara a lui |,

sau u;,i=1, ..., n. Douad metode se pot considera:

i
l;, = arbitrar = 0;

u;, = arbitrar = 0.

Prezentdm, pentru exemplificare, formulele generale pentru prima metoda.
I, = ales arbitrar (nenul), i=1,2,..,n

aQ; — Iik 'ukj
u=—>*- j=i i+l ...n (@)

Daca u; #0, i =1,n-1, rezulta:

aji _zljk Uy

I k=1

SRR = R PSR (b)
u

i-1
i
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Elementele lui L si U se determina in urmatoarea secventa, conform schemei de mai

jos (se calculeaza elementele din linia i din U, si coloana i din L).

Tn particular, la i = n, se calculeazi numai u_, - din (a).

Numirul de operatii este acelasi ca in eliminarea Gauss (~ n*/3).

Doua metode se utilizeaza in practica:

l. =1... Metoda Doolittle (descompunerea LU revine la cea din eliminarea

Gauss).

u. =1... Metoda Crout.

Posibilitatea descompunerii LU

Propozitie

Descompunerea LU exista daca si numai daca toate sub-matricile principale

A@:il:i), i=1,n-1 sunt nesingularc m

3.2 Pivotare la descompunerea LU

Pivotare partiala: A pivota in descompunerea LU inseamna ca, la fiecare pas i, sa
cautm pivotul u,; incoloanaia lui A, in liniile i,i+1, ..., n, si apoi s permutam
doua linii.

Pivotarea trebuie facuta inainte de calculul elementelor lui U si L. Adica, pivotul u;

trebuie calculat si testat Tnainte de aplicarea formulelor (a) si (b).

Pentru metoda Doolittle, pivotul este dat de (cf. a):
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i-1
Ui = q _Zlik “Ug

k=1

Asa cum s-a aratat la metoda Gauss, trebuie pivotat si daca pivotul este foarte mic.

Practic, se testeaza daca pivotul este mai mic decat un prag.

Observatia de la pivotarea in eliminarea Gauss se aplica).

Determinantul matricii A (in metoda Doolittle) este
det(A) = (-1)"' u,U,, ... U,
unde n_I este numarul de schimbari de linii in cursul pivotarii.

3.3 Metoda

Rezolvarea sistemului prin descompunerea LU, consta in pasii:

1. Factorizare A =LU, cu pivotare partiala. A =L
2. Rezolvarea sistemului Ly =b, prin
e A - L y| =1|b
substitutie inainte; rezulta y. .
3. Rezolvarea sistemului Ux =y, prin
X| =Y
substitutie inapoi; rezulta X.

Observatii

- Legatura cu eliminarea Gauss este y = g.

- Pentru noi termeni liberi b, se repetd numai pasii 2, 3 (n” operatii suplimentare

pentru fiecare b)

- Numirul de operatii este acelasi ca in eliminarea Gauss (= n®/3).
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4 Metoda Cholesky

Metoda Cholesky se aplica pentru un sistem cu matrice simetrica si pozitiv definita.

Simetrie: AT=A < a;=a; i j=1n

ij i

Definire pozitivi: Yx#0 X AX = ZZa.. X;X; >0
i

4.1 Proprietaiti ale matricilor simetrice si pozitiv definite
Pentru o matrice pozitiv definita, au loc proprietatile:
(1) Matricea este nesingulara.

(2) Elementele diagonale sunt pozitive: a,, > 0. Mai mult, sub-matricile principale

sunt pozitiv definite.
Urmeaza ca a,, poate fi luat ca pivot in eliminarea Gauss, la pasul 1.
Pentru 0 matrice simetrica si pozitiv definita, au loc si proprietatile:
(3) Sub-matricile A® (k:n,k:n), k=>2, rezultate din eliminarea Gauss sunt
simetrice si pozitiv definite.
De aici, rezulti ci existi pivoti al’ >0, la fiecare pas k.
(4) Valorile proprii ale lui A sunt reale si pozitive.

Mai intai, se arata ca daca A este simetrica, valorile proprii sunt reale — v. Cap. 5.
Apoi, fie 4 o valoare proprie si X vectorul propriu asociat, atunci Ax = AX.
Inmultind la stAnga cu X' si tindnd cont de definirea pozitiva a matricii A, rezulta

Ax'x >0, din care urmeazi ci A este pozitiv.

Observatie

Reciproc, daca A este simetrica si valorile proprii sunt pozitive, atunci A este pozitiv
definitd. Demonstratia cere rezultate de algebra matriceala care sunt in afara scopului
acesui paragraf. V. de exemplu, R. Bellman, “Introducere in analiza matricealda”, E.T.,

Bucuresti, 1969.

a.ch. — Octombrie 2009



14

(5) Determinatul matricii este pozitiv. Mai mult, toti determinatii principali sunt
pozitivi.

Tntrucat determinatul matricii este det(A) = 4, 4,...4, - v. Cap. 5, urmeazi ci avem

det(A) > 0. A doua afirmatie decurge din faptul ca sub-matricile principale sunt si ele

pozitiv definite — conform Proprietatii 2.

Observatie

Reciproc, dacd matricea este simetrica si toti minorii principali sunt pozitivi, matricea

este pozitiv definita. Pentru demonstratie — v. Wilkinson-2.
Cu aceasta, rezulta:

Daca A este simetrica, o conditie necesara si suficienta ca A sd fie pozitiv definita,

este ca tofi determinatii principali sd fie pozitivi.
[

4.2 Metoda Cholesky

Propozitie

Daca A este simetrica si pozitiv definita, atunci exista descompunerea

A=LLT, 1)

unde L este o matrice inferior triunghiulara, cu elemente diagonale pozitive.

[

Cu alte cuvinte, Tn descompunerea LU se poate alege U = L. Notand

S=LT,

unde S este superior triunghiulara, avem si descompunerea

A=STS (2)

Cele doua forme (1) si (2) reprezinta aceeasi descompunere, luand ca referintd una

sau alta din cele doud matrici triunghiulare. Ele sunt ilustrate mai jos. O desemneaza

elementele nule.
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Exemplu — Evaluarea lui L, pentru n = 3:

a‘11 a‘lZ a‘13 Ill 0 0 Ill |21 I3l
a21 a22 a23 = I21 |22 010 |22 |32
a31 a32 a33 |31 |32 |33 0 0 |33

Ecuatii: Lucram cu triunghiul inferior al lui A, luand elementele pe coloane:

2
a; = |11 y Ay = |21 ’ |11, a;; = |31 : |11

2 2

a,, = I21 + I22 v 83 = |31 ’ |21+ |32 '|22
2 2 2

Ass :|31 +|32 +|33

Rezulta elementele lui L, pe coloane:
. aZl a31
I11:\/a111 |21:_' |31:_-

27\1/2.
|22 = (azz _|21 ) ) |32 =

2 2\1/2
|33 = (a33 _|31 _I32 )

Analog, se poate lucra cu triunghiul superior al lui A si determina elementele lui L,
pe linii.

Exempu numeric:

1 2 3
A=|2 13 18]; L
3 18 50

I
w N -
A wWw O
o1 O O
|
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Pasii rezolvarii sunt aceeasi ca la descompunerea LU, anume:

- CumatriceaL (unde U=L"):

1) Factorizare (descompunere): A=LLT
2) Substitutie inainte (rezulta y): Ly =b
3) Substitutie inapoi (rezulta X): L'x=y

- CumatriceaS (unde U=S; L=S"):
1) A=S'S

2) STy=b

3) Sx=y

m

4.3 Numarul de operatii

Numarul de operatii (adunari/scaderi), pentru n = ‘mare’, este

n3

NOPChoIesky ~ E

Acesta este cca. ¥ din numaérul de operatii cerute eliminarea Gauss (sau LU).
(In afara de aduniri/scaderi, se mai calculeaza n radicini patrate.)
Alte avantaje, n raport cu descompunerea generala LU:

- Matricea A fiind simetrica, se poate stoca humai triunghiul inferior (sau superior),

cerand numai 1 n(n+1) locatii de memorie. In aceste locatii se stocheaza

matricea L (sau S).

- Nu este necesara pivotarea — conform proprietatilor (2, 3).
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Observatie

Radacinile patrate — care consuma timp-calculator — pot fi evitate printr-o usoara

modificare a descompunerii LU, si anume: cautam o matrice inferior triunghiulara
L cul pe diagonala, si o matrice diagonala D, astfel ca:

A=LDL

Tntr-adevir: daca avem A=LL", fie L matricea obtinuta din L punind pe
diagonala I, =1 (inrest, I, =1,), si D' =diag(l;). Avem L =LD', si

LLT =LD'D'L". Astfel, matricea D = D'D’ = diag(12) .

Aceasta factorizare se poate face cu aproximativ acelasi numar de operatii ca in

metoda Cholesky, si fard calcul de rddacini patrate m

5 Matrici banda — simetrice si pozitiv definite

5.1 Matrice banda simetrica

Presupunem ca matricea sistemului este simetrica si, in plus, are structura de matrice

banda, adica in fiecare linie elementele matricii sunt constitutite din:

- Elementul diagonal, un numar de LIM-1 elemente la stanga acestuia, si LIM-1

elemente la dreapta.
- Celelalte elemente din linie sunt zero.

Numarul LIM va fi numit semi-latimea de banda. LIM reprezinta numarul elementelor

din semi-banda, inclusiv elementul diagonal.

Observatie
Intre elementele din banda, pot fi si elemente nule, dar caracterul de banda este dat de
faptul ci toate elementele situate in afara benzii sunt nule. In acest sens LIM poate fi

considerat semi-latimea de banda maxima m

Exemplu: Matrice 6x6, a; =a;;, si LIM =3:
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5.2 Stocarea matricii banda simetrica

Se stocheaza elementele din semi-banda superioara (sau inferioara). De exemplu,
pentru matricea din Exemplul anterior si semi-banda superioard, sunt de stocat

elementele indicate mai jos:

22 a23 a24

Ay3 33 Ags
,, Q5 Ay
Q55  Agg

Stocarea se face intr-un vector, in unul din modurile:

1) Pe linii sau coloane de LIM elemente. Exemplu, pe linii:

a= [all a12 a13 a22 a23 a24 a33 a34 a35 a44 a45 a46 a55 a56 O a66 O O]
2) Pe linii sau coloane. Exemplu, pe coloane:

a= [all a12 a22 a13 a23 a33 a24 a34 a44 a35 a45 a55 a46 a56 a66]

3) Pe diagonale (diagonala principala si paralele la aceasta):

a :[all R < | Q, ... Qg | d; ... a46]

Adresa unui element a.

i » Invectorul a, este daté de o functie intreagd Loca(i, j) .
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Stocarea se mai poate face pe linii de LIM elemente, intr-un tablou B (n, LIM).
Liniile care contin mai putin de LIM elemente se completeaza cu elemene nule

(exemplu: liniile 5 §i 6).

5.3 Metoda Cholesky

Proprietatea esentiald este urmatoarea:

Daca matricea banda este simetricd si pozitiv definitd, atunci descompunerea LL'

sau S'S poate fi facutd lucrand exclusiv in bandi m

In ceea ce urmeaza vom considera descompunerea A =S'S, lucrand cu semi-banda

superioara.
Pasii sunt cei de la Cholesky, lucrul cu matricea S.

Elementele active la un pas al descompunerii, sunt continute intr-un triunghi cu
laturile LIM — numit “triunghiul activ”. In cursul procesului, triunghiul activ coboara

cu cate o linie 1n banda.

Metoda implementata in ANA\Choloesky Band utilizeaza un vector de lucru Y, de

dimensiune NY, unde:

NYO = LIM #(LIM +1)/2; NY = NYO+n#LIM.

Acest vector este constituit din doua parti:

Y1 R SRR :f:ff YA i

LIM=(LIM+1)/2 LIM LIM LIM

Tablourile Y1 si YA

- Sub-vectorul Y1(1: NYO), de dimensiune LIM *(LIM +1)/2: serveste ca front

de lucru, pentru descompunerea Cholesky; in acestea se genereaza elementele

triunghiului activ la un pas (triunghi cu laturile L1M).
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- Sub-vectorul YA(NYO+1: NY ), de dimensiune n=* LIM : initial, stocheaza
matricea A, pe linii. In cursul descompunerii Cholesky, stocheaz liniile procesate

ale matricii A.

1. METODE ITERATIVE

1 Metoda JACOBI

Exemplu numeric
Fie sistemul:

8X, + X, —X; =8
2%, + X, + 9%, =12
X, — X, +2X; =—4

Rezolvam fiecare ecuatie i = 1, 2, 3, in raport cu necunoscuta X;, cautand ca aceasta

sa fie necunoscuta cu coeficientul cel mai mare din ecuatie, eventual rearanjand

ecuatiile. Intervertind ecuatiile 2 si 3, avem:
X, =1—(1/8)x, + (1/8)x,

X, =417+ Q/IT)x, +(2/7)X,

X; =12/9—-(2/9)x, — (1/9)x,

Sau matriceal:

X, 1 0 -1/8 1/87 [x,
X, |=| 417 |+| U7 0 2/7||x, (1)
x,| [12/9] |-2/9 -1/9 0 ||x,

care este de forma

x™ =g 4+ Mx™
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Se itereazi, cu aproximatia initiald X =[1 4/7 12/9]" ; testul de oprire a iteratiei
este || x™® —x™ || <1E —6. La iteratia 12 rezulti solutia (1.0, 1.0,1.0) . Coordonata

de modul maxim in Ax —b (rezidualul maxim) este 1.43E-06 (ecuatia 3).

Metoda

Fie sistemul dat Ax =b. Se rezolva fiecare ecuatie i n raport cu necunoscuta x; .

Explicitand x; se obtine:

X =0 - Dax)/a, i=1,2,..,n

j=1, j=i

S-a presupus a;; # 0. Iteratia Jacobi va fi:

x© = arbitrar

x™ = (b - Y ayx{M)/a;, i=12,..,n; m>0
i=L, j#i

Testul de oprire a iteratiei este || x™ —x™ ||_<eps.

Metoda Jacobi se mai zice metoda “iteratiilor simultane”, pentru ca, coordonatele X,

ale solutiei X se calculeaza independent unele de altele. (Pentru alt mod de calcul — v.

metoda Metoda Gauss_Seidel, mai jos.)
Conditie suficienta de convergenta.

Matricea A este diagonal dominantd, adica avem:

n —

lay |> Z'aijl’ i=1n.

j=L, ji
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2 Metoda Gauss_Seidel
Se modificd metoda Jacobi, astfel c, la calculul coordonatei x™ se utilizeaza valorile

Xl(m) ) e xi(_“l) deja calculate, care in general, sunt aproximatii mai bune ale solutiei.

Pentru exemplul anterior:

xP =1-1/8)x{” +(1/8)x?
X =417+ @I T)xP +(2/7)x?
x =12/9—(2/9)x® —(1/9)x{”

Cu x@ =[0 0 0] siaceeasitolerantd 1E —6, la iteratia 9, se obtine solutia

(2.0,1.0,1.0) . Rezidualul maxim este 0.0.

Formulele generale ale metodei Gauss-Seidel sunt:
x©@ = arbitrar

i-1 n
x™ = (b =Y axi™ = Y ax(My/ay, i=12,..,n; m>0
=

j=i+l

(m+l)

Testul de oprire a iteratiei este || X x™ || <eps.

Metoda Gauss-Seidel se mai zice metoda “iteratiilor succesive”, pentru ca la un pas

m+1, m> 0, de indata ce o coordonata Xﬁm”) a solutiei este calculata, ea se

utilizeazi in ecuatiile pentru coordonatele urmatoare x™™®, i>j.

Conditii suficiente de convergenta:.
- Matricea A este diagonal dominanta.
- Matricea A este simetrica §i pozitiv definita.

Cand ambele metode Jacobi si Gauss-Seidel converg, metoda Gauss-Seidel converge

mai rapid. Pentru alte consideratii privind convergenta, v. Cap. 4-1V.
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3 SOR - Metoda relaxarii (Succesive Over-Relaxation).

Reluam formula metodei Gauss-Seidel:

7] 7]

i-1 n
XM =0, =D agx™V = > ax{My/a;, i=12,..,n; m>0
=1

j=i+l
Formula se pune sub forma urmatoare, adunand si scizand x(™ in membrul doi

(observati ca acum, in a doua suma, indicele j ia valoride la i sinu de la i+1):

i1 n _
Xi(m+1) = Xi(m) + (b, — zaijxgmﬂ) ‘zauxgm))/an, i=1n

= i
Termenul care se adund la x{™ este diferenta (x™*" —x"). Metoda SOR consti in

inmultirea acestei diferente cu un factor de accelerare (sau relaxare) @>1 . Intrucét
® > 1, metoda se zice supra-relaxare. Alegerea lui o se discuta mai jos. Formula

metodei SOR este deci

i-1 n
(M+) _ (M) (m+1) (m) 1 n
X\ =x" + o, — E 3 X] - E a;X;")a;, i=1Ln
j=1 j=i

Explicitand x™ din a doua sumi, rezulta:

i—1 n —
X" = o~ Y ax{™ = > ayx{™)/a; +(1-w)x™, i=1n
j=1 j=i+l

Se noteazi expresia din prima parantezi cu z{™™ (aceasta este coordonata i a iteratei

(m+1) din metoda Gauss-Seidel.) .

Formula de iterare este echivalentd cu urmatoarele ecuatii considerate pentru i =1,n:

i-1 n
(m+1) _ (m+1) (m)
™ = (b = Y ax (™ = > agx{™) ey,
-1

j=i+l
X" = z2™ 4 (1- w)x™
In cele mai multe cazuri, valoarea optima a lui o satisface relatia

l1<w<?2
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In practica, se poate alege @ astfel: se utilizeaza valori @ de test, pe un numar limitat
de iteratii; se alege ca valoare optima acel o, pentru care convergenta este cea mai

rapida.

I1l.  STABILITATEA SOLUTIEI si CONDITIONAREA SISTEMULUI

Se considera sistemul de n ecuatii liniare
Ax=b (1)

cu A = nesingulara. Se va analiza stabilitatea solutiei sistemului, in raport cu o mica

variatie (perturbare), in:

- Termenii liberi b

- Matricea A a sistemului

Prima problema conduce la numarul de conditie al matricii A. A doua problema va
conduce la o evaluare a variatei solutiei, in care intervine numarul de conditie.

1 Perturbare in b. Numair de conditie

Fie sistemul (1), Tn care termenii liberi b sufera o perturbare r, devenind b, unde
r=b-b, si || r] <<||b||. Sistemul perturbat va fi:

AX=Db )
Notand perturbarea solutiei prin € = X — X, si scdzand (1) din (2) rezult:

Ae=r, ©)
din care avem si:

e=A"r (3.
Pentru a examina stabilitatea solutiei X, cdutam o evaluare a raportului

lell/]lx||  perturbarea relativa in x
Ir|l/|Ib] perturbarea relativd inb
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Acest raport exprima efectul perturbarii in b asupra solutiei X, si anume: Dupa cum
raportul este ~ 1, respectiv >> 1, perturbarea relativa a solutiei este de acelasi ordin,

respectiv de ordin mult mai mare, in raport cu perturbarea relativa in b.
Luéand norma in (3), (3") avem:
-1
Irii<lAllllel el <IA=-rl,
din care, rezulta:

1 e _
el asy @
1AL ]

Inmultind (4) cu || b || /]| X ||, rezulta:

1 bl _ e/ xl ooy I01 -
AL I Iei7b] I

Analog, luand norma in (1) si in x = A™-b, rezulta:

1 b
S LIPYIN| 6)
TSN

Din (5) si (6) rezulta:

1 el /| x -
o M RSy @
FAL-ITAZT Dl /1o
Introducem urmatoarea
Definitie

Numarul de conditie al matricii A, este:

Cond(A) = [| A [|-| A* | m (8)
Numarul de conditie depinde de norma, dar este marginit inferior de 1:
Cond(A) >1 9)
ntr-adevar, din | = AA™ rezultd: 1<|| A||-]] A™ ||=Cond(A) =

Cu definitia (8), din (7) rezulta:
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1 s”e”/ "XHSCond(A) (10)
Cond(A) [Ir(/|b]l
Sau:

1 -”r”s”e”smnd(A).m (10°)
Cond(A) [|b] ~ || x| b

Din aceasta relatie rezulta ca, pentru || r || /|| b || = ‘mic’, avem:
- Daca Cond(A) ~1: |e|l/| x| este ‘mic’, si A este bine-conditionata.
- Daca Cond(A) >>1: | e| /]| x| poate fi ‘mare’; A este rau-conditionata.

Intrucat in Definitia (8) Cond(A) depinde de norma, se utilizeaza si un alt numar de

conditie care este independent de norma. Avem || A| > p(A), unde o(A) este raza

spectrala a matricii A; urmeaza:

Cond(A) 2 p(A)- p(A™)

Sau, definind

Cond(A). = p(A)- p(A™) (11)
avem

Cond(A) > Cond(A).

Cum valorile proprii ale matricii A™ sunt inversele valorilor proprii ale lui A, notand

cu o(A) spectrul matricii A, rezulta formula de calcul:

max | 4|

Cond(A), =22® (1)
min | A |
Aec(A)

Observatii asupra calculului lui Cond (A),

Dupa definitie, avem

Cond(A), = All, -l A™ |,
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Cu B =ATA, valorile proprii ale lui B sunt reale si pozitive, si avem

I AllL=(Ag m)"? (V. 4-1, 3.3 — Observatii si Cap. 5).
Analog, cu D=ATA™, avem | A7 [|l,= (Ao mx)"'? , si rezultd

Cond (A), = (g )" (4

1/2
D,rmx)

Putem evita inversarea matricii A, conform urmatoarelor proprietati:
- Valorile proprii ale lui D sunt inversele valorilor proprii ale lui D™ = AAT .

Punem C=AAT, siastfel, A ., =1/ Expresia anterioard devine:

,min *

Cond(A), = %

C,min

- Apoi, se aratd usor ca B=A"TA si C=AAT au acelasi valori proprii (Exercitiu).

Urmeaza ca, in final avem:

1/2
H’B max
Cond(A), :(A ’ ]

B, min
Aceasta se mai scrie: Cond(A), = (Cond(B),)"’ m

Exemplu -1

Fie sistemul liniar:

8x, +9x, =D,
7x, +8x, =D,

Avem:
8 9 a 8 -9
A = y A =
7 8 -7 8
Numerele de conditie, dupa diferite norme, sunt:
Cond(A), =Cond(A), =289,

Cond(A), ~ 258,
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Cond(A), ~ 254

a) Detalii pentru calcului lui Cond(A),:

Polinomul caracteristic al lui A, este p(1) = 2* —161+1, de unde 4, =8+ J63.
Urmeaza Cond(A), =4, /1, ~254.

b) Detalii pentru calcului lui Cond (A),:

T 8 718 9 113 128 . . .
B=A A= = . Polinomul caracteristic al lui B, este
9 8|7 8 128 145

p(A) = 2> — 2581 +1. Avem A, =129++1297 -1, 4, /4, =(4,)°. Rezulta

Cond(A), =4, = 258.

145 128
Se verificd, in particular, observatia anterioari: C = AAT = {

= , are acelasi
128 113

polinom caracteristic ca si B.
Exercitiu: Calculati Cond(A),, direct dupa definitia (8).
[

Intrucat numarul de conditie este mare, aceasta aratd ca sistemul este sensibil la mici
schimbari in b. Tntr-adevar, fie de exemplu, termenii liberi dati si perturbati, si

solutiile respective, cum urmeaza:

17 ~ [16.9 ~ [—0.1]
b=|__|: b= ; r=b-b= ,
115 115.1 | 0.1
1 _ [-07 - [—1.7]
X=1, 1 X= ; e=X—-X= ,
1 | 25 | 15 |
Cu acestea, rezulta:
Iril, 0.1 lell, 17 _ lell Aixll. _ 1.7 g
Ibl, 17 I 1., Iril. 7bll. 0.1/17
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Se observa ca schimbari “mici” in b produc schimbari ”mari” in x: perturbarea

relativa 1n X este de 289 ori mai mare decat perturbarea relativa in b.

Tn particular, In acest exemplu, marginea superioara din (10) este atinsia — conform
Cond(A), =289.

Un asemenea sistem se zice rau-conditionat. Se observa ca numerele Cond (A) si
Cond(A), sunt o masura buna pentru conditionarea sistemului.

Exemplu -2
Exista sisteme care nu sunt rau-conditionate, desi Cond(A) este mare. De exemplu, sa

consideram urmatoarea matrice, in care m este un intreg > 1:

1 0 ., |1 0
A= oy AT = .
0 10" 0 10"

Avem Cond(A),, =Cond(A), =10". Totusi sistemul este bine-conditionat.

Valoarea mare a numarului de conditie se elimina prin scalarea matricii A.

Exemplu — 3: Interpretare geometrici a conditionirii sistemului

Consideram sistemul urmator:

X+y=2
1lix+y=21

care are solutia X =y =1.0. Numerele de conditie sunt:
Cond(A), =Cond(A), =44.10, Cond(A), ~42.08, Cond(A), ~41.98,

astfel ca sistemul este rau-conditionat. Rezolvarea sistemului revine la gisirea

intersectiei dreptelor reprezentate de cele doud ecuatii.
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Sistem rau conditionat: Interpretare geometrica

Pantele celor doua drepte sunt respectiv -1.0 si -1.1, adicd apropiate. Daca
consideram o incertitudine in coeficientii sistemului, banda de incertitudine a
radacinii va fi ‘largd’ — si cu atat mai larga cu cat pantele sunt mai apropiate. Vezi
Figura de mai sus: incertitudinea in valorile y(x) este reprezentata de linia ‘groasa’ a
graficului. In schimb, daca pantele sunt diferite, intersectia dreptelor este neta si

banda de incertitudine este ‘ingusta’.

Exemplu — 4: Matricea Hilbert
Un exemplu de matrice rdu-conditionata este urmatoarea matrice numita matricea

Hilbert:
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1 L 1 1
2 3 n
1 1 1 1
2 3 4 n+1
H, =|°
i 1 1 1
n n+l n+2 2n-1

Inversa matricii H  este cunoscuti analitic, si anume: punand H ' = [aﬁ”)], avem —

v. Atkinson (1978), Ralston & Rabinowitz (1978):

(n+i-DI(n+ j-1) —
G+i—1H0—DKJ—Dﬂqn—DKn—jﬂ"J_’

ai(jn) = (_1)i+j

Numarul de conditie al matricii H, creste cu n, matricea fiind cu atat mai rau

conditionata cu cat n este mai mare. Exemple:

n Cond(H ).
3 7.48 E+02
4 2.84 E+04
5 9.44 E+05
6 2.91 E+07
7 9.85 E+08

Ca exemplu, calculand inversa matricii pentru n =4, prin eliminare Gauss, cu

elementele lui H, reprezentate in simpla precizie, se obtine:

1599979 -119.9980 239.9954 —-139.9971
~, |—119.9979 1199.981 -2699.957 1679.974
* 7] 230.0954 —2609.958 6479.907 —4199.943
—139.9972 1679.974 —4199.943 2799.965

Inversa calculati analitic H', are elemente intregi: «;, =16, ..., «,, = 2800.

Calculand numarul de conditie al matricii H,, cu 1-norma, se obtine:
Cond(H,), =l H, ll, - | H;* ll,= (25/12) -13260 = 28375
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2 Perturbarein A sib

Sa presupunem ca atat matricea A a sistemului, cat si termenul liber b, suferda mici

schimbari A, respectiv, db, iar solutia devine X + OX:
(A+A)X+X)=b+db
Avem urmatoarea

Teorema

Presupunem A nesingulara si fie perturbarea 6A satisfacand conditia

| oAl <1/ A™ .

Atunci:

ol Cond(A) (n SAll ]l b ||j 12)
[ x]|  1-=Cond(A)-| Al /I ANILTAI bl

Pentru demonstratie — v. Atkinson (1978), Ralston & Rabinowitz (1978).
In particular, daca db = 0, atunci efectul unei perturbari in A este dat de:

I Cond(A)  |eAl 13

X1 1=Cond(A)-ll A /ALl I A

Tn ceea ce urmeazi vom da rezultate privind efectul erorilor de rotunjire asupra

solutiei calculate prin eliminarea Gauss.

Rezultatul (13) va fi utilizat Tn estimarea a priori a erorii in eliminarea Gauss.
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