CURS 4
METODE NUMERICE PENTRU PROBLEMA DE VALORI PROPRII

Partea |

1. Definitji, proprietati.
2. Metoda puterii si variante ale acesteia. Metoda iteratiilor simultane.

3. Metoda Jacobi.

1 Valori si vectori proprii

1.1 Valori si vectori proprii. Polinom caracteristic. Subspatiu propriu.

Fie data matricea A nxn, reala sau complexa.

Definitie
Daca vectorul X = 0 siscalarul A satisfac relatia
AX = AX, 1)
atunci: A4 se numeste valoare proprie, iar X vectorul propriu asociat lui A =

Daca X si y sunt asociati cu A, atuncisi ax+ gy, «, [ scalari, este asociat lui 1.

Daca P este 0 matrice nxn nesingulara, matricea

A’ =P AP

se zice similara cu A. P se zice matrice de transformare.

Propozitie

- Matricile similare au aceleasi valori proprii.

- Daca x' sunt vectorii proprii ai lui A", vectorii proprii x ai lui A se gasesc din
relatia X =Px’ m

(Intr-adevar: daca Ax = Ax, rezulta P™Ax = AP'x, sau PAP(P*x) = A(P*x); cu

X' =P7'X, rezultd A'X' = Ax'.)
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Mai multe metode numerice transforma matricea A intr-o matrice similara A’, de o
forma mai simpla, determinand valorile proprii si vectorii proprii ai matricii A’;

apoi, se determind vectorii proprii ai lui A, cu relatia de mai sus.

Polinomul caracteristic
Relatia (1) este ecuatia din care se gasesc A si X. Aceasta se mai scrie
(A-ADx=0 (2

unde I este matricea unitate. Explicit,

a,-4 a, ... a X, 0
S I e @)
a, a, .. a,-A||x | |O
Conditia ca (2) sa aiba solutii netriviale X, este det(A —Al) =0. Explicit,
a,—4A a, ... q,
p(=| P PeTh o F g @
a, a, ... a,—-4

p(A) se zice polinomul caracteristic al matricii A, si p(4) = 0 — ecuatia caracteristica.
Fie determinantul desvoltat:

P(A)=(-D"2 +c A" +...+c, A +C, (3)
Din (3, 3") si relatiile intre coeficienti si radacini, rezultd urmatoarele proprietati ale
coeficientilor si valorilor proprii:

1) Avem p(0) =c,, si din determinant p(0) = det(A); urmeaza
c, =det(A)

Pe de alta parte, 4, 4,...4, =c,, siastfel 4, 4,...4, =det(A).
2) Coeficientul lui 2" se giseste din termenul

(a,-A4)...(a,,-A)=C)"+ (Z a,)(=A)"" +.... Astfel, rezulta:
i=1
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¢ = (_1)nilzn:aii ;

Pe de alta parte, din relatiile intre coeficienti si radacini avem

c ~ c e <
A+ A, +...+ A, =——2—1n consecintd, rezulta

)"
M+A+. + A =D ;.
1

(Tr(A)=>_a; se zice urma matricii A.)
1

3) Tngeneral:

¢, = (-1)"" x Suma minorilor principali de ordinul i ai matricii A.

Observatii

1) Ordonarea valorilor proprii:

Valorile proprii se ordoneaza in sirul A, 4,,...,4,. in acest sir, o radacind multipla de
ordinul r, se repeta de r ori. Uzual, valorile proprii se indexeaza in ordinea

descrescatoare a modulului, adica | 4, |>| 4, |>... 2| A, |. Valoarea proprie A, se
zice dominanta. Multimea valorilor proprii {4, 1 = 1,_n} se zice spectrul matricii A.
2) Vectorii proprii asociati unei valori proprii:
Dupa determinarea valorilor proprii, vectorii proprii asociati cu 4, se gasesc punand
A=A in (2"), sirezolvand sistemul liniar §1 omogen (2').

- Daci A este reala: In general, A poate fi complex, si atunci vectorul propriu

X; asociat cu 4, este complex. Daca A si 4, sunt reali, atunci vectorul propriu

X; este real.

- Daci A este complexi: In general, valorile proprii si vectorii proprii sunt

mirimi complexe. In particular, unele dintre acestea pot fi si reale.
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Subspatiu propriu si dimensiunea acestuia
Sistemul (2') este omogen, astfel ca daca X, y sunt solutii, atunci aXx + £y sunt solutii.

Adicd, lui 4, 1i este asociat un subspatiu liniar S; de solutii X. Se arata ca:

Dimensiunea subspatiului S; este mai mica decat sau egala cu ordinul de

multiplicitate a radacinii 4, m

Daca r; este ordinul de multiplicitate a radacinii 4, si p; dimensiunea lui S, avem

p, <r,. Adica, in S, exista cel mult r; vectori liniar independenti.

Daca p, <r;, valoarea A, se zice defectiva; in acest caz, si matricea A Se zice
defectiva.

(r, se mai zice multiplicitate algebrica, iar p, multiplicitate geometrica.)

3) Determinarea efectiva a sistemului propriu:
Pentru calculatia practicd (n > 3), nu se recomanda:

- Calculul direct al valorilor proprii, prin rezolvarea ecuatiei caracteristice (3").

.....

foarte sensibila la mici perturbatii in coeficienti (aceste perturbatii apar din

erorile de rotunijire).
- Calculul direct al vectorilor proprii, din sistemul (2").
Metode numerice pentru gasirea valorilor proprii /4, , si a vectorilor proprii asociati
x® | sunt prezentate Tn continuare.
|
Exemplu-1

Fie matricea:
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A=

1 2 3
2 3 4
3 45

Polinomul caracteristic este:

1-1 2 3
[ 2 3-1 4 ]=0
3 4 5-2

Sau cf. (3')

p(A) =-B+c A2 +cA+c3=0,

unde:
c3=det(d)=1-(-1)—-2-(-2)+3-(-1)=0
c,=(-1)?(1+3+5)=9

c2=(—1)1(|% §|+| |+|z3} g|)=—(—1—4—1)=6

p(A) =-A3+922+61=0

De unde:
A=0
A2 —-91-6=0; 1= 91”2@ = —0.623475383; 9.62347538

Ordonand (descrescator, dupa module):
A1 =9.62347538

A, = —0.623475383

A3 =0

X
Vectorii proprii x® = ng) , 1 =1,2,3 se determina din sistemul omogen
Mo

1-1 2 3 X1 0
2 3—-41 4 X2 =10},
3 4 5—A1X3 0
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in care se inlocuieste A = 4;.
De exemplu, vectorul propriu nr. 1 se gaseste din sistemul:

—8.62347538 2 3 X1 0
2 —6.62347538 4 X2l =10
—4.6234753811X3 0

3 4

Una dintre coordonate ramane arbitrara: sa alegem de ex., x; = 1, rezulta
2x, + 3x3 = 8.62347538

4x, — 4.62347538x3 = —3

Rezulta (rezolvind in simpla precizie):

1.0
x =11.452934
1.905869

Orice vector ax( unde o = real, face functie de vector propriu nr. 1.
Analog, se determind vectorii proprii nr. 2 si 3.

[

1.2 Matrici hermitiene si unitare

Operatia * aplicata unui vector sau unei matrici noteaza transpus-conjugata. Astfel:
- Daci x este un vector, X" =X'.
- Daci A, este 0 matrice, A" = A",
Explicit: A=[a;], A" =[a;], avem: a; =a;.
In expresiile anterioare, bara noteaza conjugata: X =[X.]; A= [a;].
Pentru un vector real, sau o matrice reald, operatia * revine la transpunere:
X =x"; A =A".

In particular, pentru un scalar, operatia revine la conjugare: s* =5.

Matrici hermitiene:

Matricea A se zice hermitiand, daci A" =A m
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Exemplu de matrice hermitiana:

1 1-7i -1
A=|1+T7i 5 10-3i
[ 10+31 -2

Remarcati ca elementele diagonale sunt reale, iar elementele simetrice sunt conjugate m

O matrice reald este hermitiani, daca este simetrica (A" = A).

O matrice hermitiana se zice pozitiv definita, daca VX =0 X"Ax >0 (X" AX este real) m

In particular, o matrice reala si simetrica este pozitiv definitd, daci: Vx#0 X Ax>0.

Matrici unitare:

Matricea U se zice unitara, daca U*U = |, unde | este matricea unitate;

echivalent, U =U" m
O matrice reald este unitarda daca U'U=1,sau Ut =U".

Valorile proprii ale unei matrici unitare au modulul egal cu 1.

Exemplu de matrice unitara (reala):
Matricea de rotatie a axelor in plan este unitara:

_[cosa sina]
—sina cosa

cosa —sina

Intr-adevar, avem AT = [ .
sina  cosa

], si se verificd imediat cd ATA = [(1) 2 .

Proprietati ale matricilor hermitiene (in particular, reale §i simetrice):

P1.  Daca A este hermitiana, si are valorile proprii {4,} distincte sau nu, atunci:

(a) Exista o matrice unitara U, astfel ca U*AU este diagonala:

a.ch. — Noiembrie 2009



U"AU =diag(4,,..., 4,) .
(se zice ca U diagonalizeaza pe A.)

(b) Exista n vectorii proprii liniar independenti care formeaza o baza ortonormata

in C" (acestia sunt coloanele lui U);

(c) Valorile proprii sunt reale m

In particular, pentru A reald si simetrica:

(a-1) Exista U unitara si reald, astfel cd U' AU = diag(4,, ..., 4,) .

(b-1) Exista n vectorii proprii liniar independenti; acestia formeaza o baza
ortonormatd in R" (coloanele lui U);

(c-1) Valorile proprii sunt reale, si vectorii proprii sunt reali m

Avem si proprietatea:

P1'. Daca A este hermitiana (reala si simetricd) si pozitiv definita, atunci valorile

proprii ale lui A sunt reale si pozitive m

1.3 Produs scalar si proprietiti de ortogonalitate

1.3.1 Spatiu vectorial real V_

Fie x un vector din V_, si X matricea coloana a coordonatelor sale intr-o baza a lui V,
(x. eR,i=1n).

Daca matricea A reala, este Simetrica si pozitiv definita, se defineste produsul scalar
n raport cu matricea A, prin:

<X,y >, =X Ay =y'AX

Tn particular, pentru A =1, acesta devine produsul scalar standard:
<XYy>=Xy=y'X

Avem: <Y, X>, =<X, Y >,; <Y, X>=<X,Y>.
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Vectorii X siy se zic ortogonali (relativ la produsul scalar), daca < X,y >, =0, sau
<X,y>=0m
Astfel:

- Vectorii x si y sunt ortogonali relativ la matricea A , daca
x'Ay =0,sau y'Ax=0.

- Vectorii sunt ortogonali, daci x'y =0, sau y'x=0.

1.3.2 Spatiu vectorial complex V_

Fie x un vector din V, si X matricea coloana a coordonatelor intr-o bazd a lui V,, (
x, €C,i=1n).

Daca A este 0 matrice hermitiana i pozitiv definitd, se defineste produsul scalar in

raport cu matricea A, prin:

<X, Yy>,=X Ay =y'A’X.

(Ultima egalitate rezulta din aceea ca scalarul s =<Xx, Yy >, este egal cu transpusul
sau).

Produsul scalar definit de A =1 este:

<Xy>=X'y=y'x

Avem: <Y, X>, =<X,¥Y>,,51 <Y,X>=<X,y>.

Ortogonalitatea a doi vectori se defineste ca 1nainte, prin conditia < X,y >, =0, sau

<Xy>=0m
Observatie: Daca avem < X,y >, =0, avemsi <y, x>, =0 m
Astfel:

- Vectorii X, y sunt ortogonali in raport cu A, daca:

x'Ay =0, sau y'ATx=0.

a.ch. — Noiembrie 2009



10

- Vectorii X, y sunt ortogonali,daca:

x'y=0,sau y'x=0.

p2. Daca A este hermitiand, atunci:

- Vectorii proprii asociati la doua valori proprii distincte sunt ortogonali:
daca A, # A4,, atunci x;x, =0 si X;x, =0.

- Avemsi: X;Ax; =0, X;Ax, =0.
(Daca A hermitiana este si pozitiv definita, vectorii X, X, sunt ortogonali
relativ la matricea A'.)
[

Daca A este reala si simetrica:

- Vectorii proprii asociati la doua valori proprii distincte sunt ortogonali:
Xy%, =0, X; X, =0.

- Avemsi: X;Ax, =0, X] AX, =0.
(Daca A reala si simetrica, este i pozitiv definitd, vectorii X, X, sunt
ortogonali relativ la matricea A)
[

1.4 Céatul Rayleigh

Fie A 0 matrice nxn complexa (sau reald). Fie v e C" un vector arbitrar, si definim

v AV
VALY,

pv) =

po(v) se numeste catul Rayleigh.
Proprietate-1:

Daca x este vector propriu asociat cu A, atunci p(X) =1 =
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Astfel, catul Rayleigh poate fi utilizat pentru a gési o aproximare a valorii proprii A,

daca se cunoaste o aproximare V a vectorului propriu x: vaXx = 1= p(Vv).
Proprietate-2:

Dacé matricea este hermitiana, catul Rayleigh este marginit de valorile proprii

extreme m

Valorile proprii sunt reale; fie acestea A4, > A4, >...> 4, atunci, avem:

A, < p(v) < A, pentru orice veC".

2 Metoda puterii

2.1 Metoda puterii

Metoda puterii determina valoarea proprie dominanta si vectorul propriu asociat, ale

unei matrici A, reale sau complexe.

Aplicati la inversa A™ metoda determina valoarea proprie cea mai mica (in modul),
si vectorul propriu asociat cu aceasta. Aceasta, conform proprietatii:
Matricea A" are ca valori proprii inversele valorilor proprii ale lui A si aceiasi
vectori proprii.

Intr-adevar: din Ax = AX, inmultind la stanga cu A™, rezultd x = AA™X, sau

Alx:%x. Explicit: A:{4,,..., 4, }; A™* {u, ..., 1, }. Avem:

Ipotezele metodei puterii:
- Exista un set de n vectori proprii liniar independenti.
- Exista o singura valoare proprie dominanta A, :
PARIVAERSVN]
(Remarcati ca prima inegalitate este stricta!)

Metoda:
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Fie w® un vector initial, ales arbitrar — cu singura conditie ca sd aibd o componentd
in directia lui X® . Pentru a implini aceasti cerinti, unele coduri genereazi un vector
aleator. (In fapt, w'® este o aproximatie a vectorului propriu X ; daca o astfel de
aproximatie este cunoscuta, atunci aceasta accelereaza iteratia de mai jos).
Desvoltaim w'® in baza vectorilor proprii:

w® =ax® +a,x? +...+ax™ (a)
Presupunem ca a, # 0 (conditia de mai sus), si formam sirul de vectori

W(k+l) :AW(k) — Ak+lW(O), k 2 O

Avem:

w® = Aw® = 1ax® + 1,a, x? +...+ 1 a x™
) A
:/11 alX(l) +(ZZJaZ X(2)+"'+(ana")((n)

n general,

k

k
w® = Afw® = (1) a,x® +(%j a, x? ++(%J ax™ (b)

Cum |4, |>| A | pentru i > 2, urmeazi ci rapoartele (A /A,)* tind la 0 pentru

k — oo. Astfel, pentru k crescitor, vectorii W se aliniazi din ce in ce mai mult la
directia vectorului propriu X . In consecintd, pentru un k suficient de mare, avem
w® ~ (1) ax®.

Sa considerim de asemenea relagia W™ ~ (4,)*"a,x®. Luand orice coordonati

non-zero a lui w*?®, w®  si zicem cea de-a m-a coordonati, obtinem

Dezavantajul formulei precedente este ci, coordonatele nenule ale lui w™ devin fie
foarte mici (| 4, | <1), fie foarte mari (| 4, | >1), odata cu cresterea lui k. Aceasta se
evita prin normalizarea (sau scalarea) lui w™, la fiecare pas k. Normele utilizate sunt

norma-oo §i norma-2.

Astfel, algoritmul metodei este:
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w® = Vector initial

w® '
@ = —w .+ pentru k>0 ... Normalizare
Fw™
w* = Az® pentru k>0 ... Iteratie

Teste de oprire a iteratiei

1. Test de coliniaritate a doi vectori succesivi.

Vectorii 2% si z*Y sunt coliniari, daca rapoartele p, =z /z®, 2! %0 sunt
egale (coordonatele nenule sunt proportionale), sau z** =z® =0. In calculatia
practicd, punem conditia | p(i) — o(i,) | < TOL, daci | z) | > TOL; sau, si avem
simultan, | z* | <TOL si | z** | <TOL. TOL este o toleranti specificati; i, este
indicele unei coordonate fixate: este convenabil sa ludm i, = imax = indicele

coordonatei de modul maxim din z%*

Se introduc atunci, factorii de coliniaritate prin vectorul colin(l: n), definit astfel:

colin ) :{z(k”)(imax)/z‘k’ (imax)) ...daca |z*“™M(i)|<TOL si|z™(i)|<TOL
z® (1) /2% (1)) ... altfel

i=1n

Testul este:

|| colin—colin(imax) || < TOL

S (ki)
Aceasta inseamna sa avem ——— — — ~ (0 (pentru 70 % 0).
S0 50 K

Observatie

Test pentru norma-2 (euclidiand):

Daca, pentru normalizarea lui w® | se utilizeazd norma-2, vectorii z® au

norma-2 egald cu 1, si testul de coliniaritate poate lua forma

|z —z® |, <TOL.
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O problema speciala apare pentru A reald, daca valoarea proprie dominanta este
reald si negativi, 4, <0, si anume: din w® = A®z® = (1) [ax® +r®] si

2% =w® /|| w® |, rezulti ca vectorul z* schimba de semn de la pasul K la

pasul k +1. (Valoarea proprie, datd de A =w™® /289 ny este afectata.).

7 (k+1) dz
(k)

z
e

(k+1) .
AN
A4, <0

Testul de coliniaritate trebuie sa tind cont de aceasta. Astfel, definim,
is = sign(L., A,  dz=z%" —is*z®
Testul corect este
|dz |, <TOL.
[
2. Test asupra lui A:
Iteratia se opreste prin condifia
| A - 29 | <TOL
unde TOL este o toleranta.
3. Test de satisfacere a relatiei de definitie:
| Az—Az || <TOL
Practic, z=z%, Az® =w®? si 1 =1%7? . Definind

dlf — W(k+l) —l(kﬂ)z(k),
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se pune testul
| dif | <TOL
Observatii.

- In cod, daca valorile anterioare (k) sunt stocate Tn z0 si 1ambdao0, iar valorile

curente (k+1) in z si 1ambda, definitia lui dif devine
dif = z - lambdax*z0,
luand z Tnainte de normalizare.
- Vectorul r = Az — Az se zice vectorul rezidual. Astfel, testul se mai scrie
[r]|<TOL.

Note
- Testul propriu pentru metoda este Testul 1, intrucat, in esenta, metoda

determina vectorul propriu nr. 1, si apoi determind 4, din acesta. Cu Testul 1,

se obtin vectori proprii mai precisi decat cu Testul 2 (la aceeasi toleranta) .

- Testul 3 nu este specific metodei puterii, ci poate fi aplicat oricarei metode

iterative pentru valori si vectori proprii. Codurile din Lapack (Bai et

al.(2000)), utilizeaza Testul 3, cu TOL=¢,, | 1|, unde &,, este e-masina.

(In metodele din ANA: Testul 3 va fi utilizat numai la verificarea sistemului propriu.
Face exceptie metoda puterii, unde pentru studiu, se poate alege unul din Testele 1-3;

alegerea se face printr-un cod.)
|

Convergenta:
Convergenta A — A, este liniar, iar rata convergentei este aproximativ | 4, /4, |.

(Acest rezultat are loc in ipoteza metodei | 4, | >| 4, |, cu ipoteza suplimentara: pentru

k >k, , cantitatile (4, /1,)* , i >3, sunt neglijabile Tn raport cu (4, /4)*.)
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2.2 Metoda puterii inverse cu translatie (shift)
Fie matricea A, cu valorile proprii 4;, j =1,n. Metoda géseste valoarea proprie 4; a

lui A, cea mai apropiatd de un numar dat s; adica, | 4, —S|= minim.

Se considera matricea
B=A-sl

si presupunem ca B este nesingulara. Se verifica imediat ca valorile proprii ale lui B

sunt u; = A; —s. Cantitatea s zice deplasare sau translatie (shift).
Fie 4 = A, —s, valoarea proprie de modul minim a lui B, adica:
O<[ug|<e<]|uyl, pentruj#i.

Atunci, metoda puterii aplicatd lui B™* produce valoarea proprie de modul maxim, fie

aceasta v, =1/ u, (v, este valoarea dominanti pentru B™). Avem z =1/v,, si

Principala aplicatie a metodei este de a gasi vectorul propriu, dacd este cunoscutd o

aproximatie bund a valorii proprii, sa zicem A, . (Aceasta poate fi furnizata de o

metoda in care se determina numai valorile proprii — nu si vectorii proprii.)

Se aplica metoda puterii inverse, cu deplasarea S = ii . Chiar daca /ii este apropiata
de A, matriceca B=A— ﬂ;l este incd nesingulard, si se obtine o buna aproximatie a
vectorului propriu x.

Metoda iteratiei inverse cu deplasare, este una dintre cele mai precise metode pentru

calculul vectorilor proprii.

Algoritmul practic, este urmatorul:

Iteratia din metoda puterii, aplicati la matricea B, este

wkD — giy00
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Tn loc de a inversa B, calculam w®*™® din sistemul liniar
By ) — 7®

prin descompunere LU. Factorizarea se face o singura data, si sistemul se rezolva

succesiv cu membrii drepti z® k>0.

2.3 Metoda iteratiilor simultane — matrice hermitiana.

Aceasta este 0 extindere a metodei puterii pentru 0 matrice A hermitiana (in
particular, reala si simetricd). O astfel de matrice, are valori proprii reale.

Presupunem, mai mult, ca valorile proprii sunt de module distincte:

|4 > A |>...> A4, |

n loc de un vector de start w®, se utilizeazi o matrice de start , ale carei coloane
sunt vectorii de start: W@ =[w® i w©®? ;i w©™],

Daca matricea A este nxn, W este nxm, unde m <n. Vectorii de start w©?
trebuie sa fie liniar independenti. Metoda de baza ramane inmulirea la stanga a lui
W@ cu matricea A, adica, W** = AW® k >0. Inainte de fiecare etapi a iteratiei,
matricea curenta W este ortogonalizata prin procedeul Gram-Schmidt, astfel incat
coloanele ei w devin vectori ortonormati (ortogonali, si avand norma euclidiani
unitard). Astfel, vectorii w'? formeaza o bazi ortonormati a sub-spatiului m-

dimensional al lui R", sub-intins de vectorii initiali w®? . In cursul iteratiei, aceastd

baza se aliniaza din ce in ce mai mult la baza vectorilor proprii ai lui A, directia
w — directia XV, j>1. Valorile proprii se evalueaza prin catul Rayleigh.
Iteratia se incheie cand se atinge o tolerantd convenabild, privitor la directiile a doud

i N1 Dacd matricea de star coloane, se obtin primii
baze succesive {w’}. D t de start W® are m <n col btin p

m vectori proprii. Pentru m = n, adici W este nxn, se gisesc toti vectorii proprii.

Algoritmul:
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Se cere un numir ne < n de vectori proprii. W si W sunt matrici nxne.

1. Se defineste matricea W' : daci o aproximare initiald a vectorilor proprii nu este
cunoscuti, se ia W@ =[e® i e® i . ie"™],adici, W® este formata din

primele ne coloane ale matricii unitate 1. Pentru ne = n, W =1,

2. Se aplici ortogonalizarea Gram-Schmidt la W (cu exceptia cazului in care

aceasta este deja ortonormati). Se atribuie W =W,

3. Initializare contor: iter = 0
4. lteratit: iter = iter +1;
Atribuire: W@ =W (W = matricea curenti; W' = matricea anterioari.)
5. Se calculeazi W =AW,
6. Se calculeaza 4, ] =1,ne, prin catul Rayleigh:
Fie w si w®? aj-a coloani a lui W si W@, respectiv; avem
2, =< WD W
(W = AW _ Pasul 5; si <w® W@ > =1 — Pasii 2 si 4.)
7. Se aplica Gram-Schmidt la W , astfel ca W devine ortonormata.
8. Se verifica atingerea tolerantei TOL:
Prin testul de coliniaritate — 1.3, 1: se defineste colin(n) pentru fiecare vector

z=W(, je), si test _val = max || colin—colin(imax) ||.

je=Lne
(Intrucét z sunt normalizati, testul se poate pune si sub forma din 1, Observatie.)
- Daca | test_val || <TOL, iesire din iteratie.

- Altfel, GOTO 4.

Observatii
- Se poate prescrie un numar limita de iteratii Init: atunci, se adauga la Pasul 8

un test iter < Init.
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- Pasul 6 se poate realiza numai o singura data, dupa ce s-a iesit din iteratie.
[

Observatii

1. Valori proprii de acelasi modul

Tntrucat metoda iteratiilor simultane este in esentd metoda puterii, nu se obtine

convergenta pentru vectorii proprii, daca existd valori proprii de modul egal.
2. Matrici non-hermitiene

Daca aplicam algoritmul de mai sus unei matrici non-hermitiene, nu vom obtine
convergenta pentru vectorii proprii, cu exceptia vectorului propriu corespunzand
valorii dominante A, (pentru care, metoda revine la metoda puterii). Aceasta se
intampla deoarece ipoteza esentiald a metodei este ca vectorii proprii formeaza o baza
ortogonali — si procedeul Gram-Schmidt forteazi ca, la fiecare pas K, vectorii w®?

sa fie ortogonali.

Totusi, daca valorile proprii sunt de module distincte, atunci vectorii proprii sunt
liniar independenti, si se obtin aproximatii foarte bune pentru valorile proprii.
Explicatia este ¢i, procedeul Gram-Schmidt furnizeaza un set de vectori {w‘”} liniar

independenti (ortonormati), iar valorile proprii sunt calculate cu catul Rayleigh — care
da aproximatii bune ale valorilor proprii chiar cu aproximatii grosiere pentru vectorii

proprii.

Valorile proprii gasite pot fi utilizate ulterior, in metoda puterii inverse cu translatie,

pentru a obtine vectorii proprii pentru valorile A, 1>2.
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3 Metoda Jacobi — matrice reala simetrica

Metoda:

Metoda Jacobi este o metoda convenabild pentru a gasi toate valorile proprii si
vectorii proprii ai unei matrici reale si simetrice, de ordin moderat. Determinarea
vectorilor proprii este optionala.

Fie A o matrice reala si simetrica. Daca N este o matrice nesingulara, atunci matricea
A =N"AN este similard cu A, si are aceleasi valori proprii (bara nu noteazi acum
conjugata). VVectorii proprii x ai lui A, sunt legati de vectorii proprii X ai lui A, prin:

X = NX. (Propozitia din 1.1).

Sa presupunem acum, ci N este unitard, adici N = NT. Matricea A devine
A=N"AN

Notati ca A este de asemenea simetrica.

Diagonalizarea lui A:

Sa presupunem ci N este aleasa astfel incat A si devina diagonald:
A =N'"AN =diag(a;)

Pentru matricea A, avem proprietitile:

- Valorile proprii ale lui A sunt elementele diagonale: 4 =a,

1
- Vectorii proprii ai lui A sunt coloanele matricii unitate I:
3@ _ ol (O
X" =e" (unde e}’ =35;).
In consecinti, rezultd pentru A:

- Valorile proprii ale lui A se gisesc pe diagonala matricii A.

- Vectorii proprii ai lui A sunt coloanele matricii N.

Exemplu:
nll 1 nll
Ny ... 0 n
x® = Ne® =| 2 Sl
nnl 0 nnl
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Diagonalizarea Jacobi:
Metoda Jacobi consta in transformari unitare (sau, ortogonale) aplicate succesiv lui A,

pana la obtinerea unei forme aproape diagonale. Anume, daca N, sunt matrici
unitare, matricea A se transforma cum urmeaza:

N T

A, =N, AN,

Kz = NzTﬂlNz = (NzTNlT )A(NlNZ)

A =NAN, =(NN,,"...N;HANN,N, ...N,)
Daci matricea A, este aproape diagonald, adici, elementele non-diagonale sunt

aproximativ zero, luam

Ax~A, =N"AN
unde
N=N,N,...N,

Fiecare transformare N, se alege astfel ca sa elimine o pereche de elemente non-

diagonale (sd zicem a,, si a,, —la pasul i). O astfel de matrice are structura:

1
1
cosa —sina ..(p)
N; = '
1

sina cos ..(q)
. 1_

(p) ()

Elementele nescrise sunt zero (cu exceptia diagonalei principale unde acestea sunt

unu).
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Transformarile N; se aplicd succesiv, fiecare dintre ele eliminand elementul non-

diagonal a__, de modul maxim. Principala proprictate a unei astfel de transformari

pq?
este cd produsul N7 AN. modificd numai elementele lui A din liniile si coloanele p si
q.

Unghiul « se alege astfel incat

a, =0

Noile elemente diagonale, sunt date de formulele:

. 1 a,—a a
r=\/4apqz+(app—aqq)2 ; sing =+,|=— -9 cogg=—"4;
2 2r rsina

Observatii
- Transformarile N; se aplica succesiv, fiecare dintre ele eliminand elementul

non-diagonal de marime maxima.

- Elementele reduse la zero intr-o transformare nu riman zero la transformarea

urmatoare. Dar, se poate arata ca fiecare transformare reduce suma de patrate

. 2 .o — 2 2 2
a elementelor non-diagonale cu 2a,,,", adica, Zaij =Zaij —2a,, . Atfel,

i#] i#]
dupa un anumit numar de transformari, aceasta suma poate fi facuta mai mica

decat o toleranta ¢ aleasa dinainte.

Pentru alte detalii, v. Cap. 5-II, 2

n

Consideratii de programare

Stocajul matricii:

Se lucreaza cu triunghiul superior al lui A, astfel incat, dupa diagonalizarea lui A,

elementul (1,1) contine A, etc. Triunghiul superior este stocat in vectorul

a (n*(n+1) /2), in ordinea coloanelor, adica:
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a=[a, a, @, !a; 8y 8.1, a, ... a,]
Adresa elementului (i, j) este data de urmatoarea functie:
Loca(i, )=(j—-1D*j/2+i

Tn particular, elementul diagonal (i, i) are adresa Loca(i,i) = (i +1)*i/2. Dupi ce s-a

efectuat o transformare, matricea curentd A este stocata in acelasi vector a.

[

Strategia de eliminare

Aceasta este cautarea completa, adica: se cauta in toata matricea A (concret, in
vectorul a), elementul non-diagonal de modul maxim. (Pentru alte strategii, v.
,Numerical Analysis”, Cap. 5-II, 2.)

Elementele non-diagonale se considera zero, daca sunt mai mici (in modul) decat o

toleranta TOL.
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