CURS 5
INTERPOLARE POLINOMIALA. DERIVARE NUMERICA.

I. Interpolare polinomiala

II. Derivare numerica.

I INTERPOLARE POLINOMIALA

1 Introducere
1.1 Polinomul de interpolare

Problema: fie o functie f, cunoscuta prin valorile ei pe (n +1) puncte distincte x,, ca

in tabelul urmator:

X X X X, X

fo A f AN L e |

Punctele x; se numesc noduri si s-anotat f, = f(x;),i =0,n.

Se cere sd se gaseascd un polinom p, de grad cel mult n, care sa coincida cu functia f

pe nodurile x; (sau, al carui grafic sa treaca prin punctele (x,, f;) ), adica:

p,(x)=f, i=0,n (0)

Se zice cd p, este polinomul de interpolare al functiei f, pe nodurile date. Un prim

rezultat este dat de urmatoare propozitie:

Propozitia 1

Polinomul de interpolare (al functiei £, pe n+1 noduri) exista si este unic m

Demonstratie:
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(1) Existenta: Existenta se poate proba construind efectiv polinomul (aceasta se va
face in paragrafele urmatoare). Aici, procedam prin inductie asupra lui n: pentru

n =0, ludm ca polinom p, functia constantd p,(x) = f,. Fie atunci p, , polinomul de

interpolare pe nodurile x,,...,x, ,,adica p, , este de grad <k -1, si

pea(x) =1, i=0k-1. (*)
Definim:

Pi(X)=p () + o (x—xp) ... (x—x,,)

Este evident ca p, satisface conditiile (*), si atunci determinam c, astfel ca sa avem
si

Pe(x) = £,

Se obtine ecuatia

Jo=Pe(x) o (xp —xp) . (X, —x,) ()
in care, coeficientul lui ¢, este diferit de zero, nodurile x; fiind presupuse distincte.
Cu aceasta, existenta lui p, este demonstrata.

(2) Unicitatea: Fie p, si g, doud polinoame de interpolare ale lui £, unde p, # g, .
Considerdm atunci polinomul », = p, —gq,: r, este de grad cel mult » si avem
r(x,)=0,i= 0,n, adica r, are (n+1) rddacini. Contradictia demostreaza unicitatea
lui p,m

Observatie

Dupa demonstratia (1), rezulta ca polinomul de interpolare are forma
P,(x)=¢cy+e(x—x)+...+c,(x—xp) - (x—x,,) (D
unde ¢, = f, si ¢, rezultd din (**). Acesta este forma Newton a polinomului de

interpolare. O expresie explicitd a coeficientilor ¢, se va da in 3. Alte constructii ale

polinomului de interpolare, duc la alte forme ale acestuia — v. 2. Propozitia 1 arata ca
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polinomul de interpolare este unic determinat, adica: indiferent de forma sub care este

dat p , dacd acesta este desvoltat in forma p, (x)=a,+a,x+...+a,x", coeficientii

a, vor fi aceeasi m

Din punct de vedere practic, polinomul de interpolare serveste la aproximarea valorii
functiei f, pe un punct x care nu este nod. Problema interpolarii polinomiale se poate

pune, mai general, astfel: cunoscand valorile functiei f'si derivatei f' (sau derivatelor

pana la ordinul k) pe noduri, sd se determine polinomul care coincide cu functia si
derivata (derivatele), pe nodurile date. Aceasta conduce la polinomul de interpolare al

lui Hermite sau polinomul osculator.

Pe langa problema aproximarii functiilor, polinomul de interpolare intervine in multe
alte probleme de analizd numerica: formule de cuadratura (calculul numeric al

integralelor), derivare numerica, metode numerice pentru ecuatii diferentiale, etc..

1.2 Formula de interpolare (cu rest)

Definim formula de interpolare prin

Jx)=p,(x)+R,(x) )
in care R (x) este restul formulei. Conform definitiei lui p,, avem:
R,(x)=0,i=0n 3)

In ceea ce urmeaza vom considera evaluarea restului pe un punct x care nu este nod.

Introduce urmatorul polinom care va servi si in paragrafele urmatoare:
®,(x) = (x = x)(x =x)..(x=x,) = [ [ (x=x) 4)
i=0

Cu acesta avem:

Propozitia 2

Fie functia f definita pe un interval [ 4, B] si avand derivata de ordinul (n+1) 1n
[4,B], si p, polinomul de interpolare pe nodurile distincte x;, €[4,B], i = O,_n Fie
inca, x €[4, B] st a =min(x,,...,x,,x) si b =max(x,,...,x,,x). Atunci:
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3¢ a<&<b,astfel ca

_0,(X) L
R, (x)= D) SE), Q)

unde o, (x) este definit de (4) m

Observatie

Dacia £ este mirginitd in [4, B], fie | /""" (x)|< M., rezultd marginea erorii

n+l2

reprezentarii functiei prin polinomul de interpolare, sub forma:

| f() =P, () [ Gm M, [o(x)]

In particular, daca a si b au semnificatia din enunt, eroarea se poate margini prin:
| f()=p,(0) IS Gl M, (b—a)™

[
1.3 Polinomul de interpolare Lagrange

Cautdm polinomul de interpolare sub forma
P, (X) = folo () + LR+ 4 [0, () =D f11,(x) (6)
Jj=0

in care /; sunt polinoame de grad < n, care depind de nodurile x; dar nu depind de

f;» 1=0,n. Intrucat se cere ca p,(x,) = f,, i =0,n, rezultd cd trebuie sd avem

,(x)=6, i=0,n, (7)

unde &, este simbolul Kronecker. Pentru i #j rezulltd ca /; are ca radacind pe x,, si

atunci, forma polinomului /; va fi

2a(2) ®)

L(x)=c(x—xp)...(x =x, Nx—x,,)...(x —x,)=c¢

unde @, (x)este definit de (4).
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Punand conditia (7) pentru j =i, rezultd 1 =c H (x; —x;),sau
i=0,i#j

n

L= [T S )

i=0, i#j (xj - xi)

n
Scriind @, (x) =(x—x,) H (x —x,), derivand in raport cu x §i pundnd x = x,
i=0, i+ j
rezulta

o) = [ -x). (10)

i=0, %/

Cu aceasta, forma (8) a polinomului /; se mai scrie:

e
Y G e ) o

iar polinomul Lagrange ia forma explicita

px)=3 L @) (12)

J=0 a)I’I(xj) ()C - xj)
Observatii
1) Polinoamele /; se numesc polinoamele fundamentale de interpolare. Polinoamele

fundamentale satisfac identitatile:

n

()1 (x)=x" k=0,n (13a)
il,»(X)ﬂ (13b)

Relatia (13a) rezulti astfel: considerim functia f(x) = x*, 0 < k < n; polinomul
p, (x) = x" este de grad < n si coincide cu functia pe noduri; conform unicittii,
urmeazd ca p, este polinomul de interpolare; atunci, (13a) rezultd din (6). Relatia

(13b), este (13a) cu k= 0.
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2) Fie F multimea functiilor definite pe un interval care contine nodurile x,,i =0,n.

Polinomul de interpolare sub forma lui Lagrange este dat de
P, (x) = (L, f)(x) (14)

unde L, este operatorul definit (pe multimea F) de
Lf=21l (15)
J=0

Se verifica imediat, cd operatorul L, este liniar, adica, pentru f,g€F si o, R,

avem:
L,(of + ) =a(L, )+ B(L,g) (16)

In particular, daca feste un polinom p, de grad k <n, avem:

L,pi = p; (17)
Relatia (17) rezulta din unicitatea polinomului de interpolare.
Exercitiu: probati (17) tinand cont de (13a) si (16).

2 Diferente divizate si polinomul de interpolare Newton

2.1 Diferente divizate si polinomul Newton cu diferente divizate

Consideram expresia (1) a polinomului de interpolare, si definim polinoamele
qy(x) =1, ¢,(x) = x =Xy, ¢,(X) = (X =X )(x = x;)» ...,

sau, in general,

(=1 q@=[[(-x). k=Ln (18)

Observatie: pentru k> 1, avem ¢, = @, ,, unde @, este definit de (4).

Polinomul de interpolare sub forma Newton se scrie atunci:
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P9 =Y e, () (18)

Coeficientul ¢, se numeste diferenta divizata de ordinul k (a functiei £, pe nodul x, )

si se noteaza cu
¢, = f1x,1; ¢, = fIxg, X5 x, ], k> 1.

Cu aceasta, expresia (18) a polinomului de interpolare se scrie
Pn(x):Zf[xooxlr-ka]%(x) (19)
k=0

sau explicit:

P, (X) = f(x)+ (x = x0) f x5 %, ]+ (x = x0)(x = x,) f x5 X, %, ]+ -+ (19)
+ (x_xo)---(x _xnfl)f[XOV'"xn]
Pentru a gasi expresia explicitd a diferentelor divizate, proceddm cum urmeaza:

polinomul de interpolare fiind unic, egalam coeficintul lui x" din formele (19) si

(12). Rezulta:

n fj

=0 a),; (xj)

(n=1) (20)

c, = flxg,X;5.00sX,]=

Reamintim ¢d w, (x,) este dat de (10), fiind produsul factorilor (x; — x,), pentru

i j,i=0,n.
O formula a restului:

Sa consideram (k+2) noduri x,,...,x,,x,,, . Formula (18) devine:

n+l *

n+l

pn+1(x) = chqk ()C) = Pa ()C) + cn+1qn+l(x)

k=0

Pentru x =x,,, avem p, . (x,.,) = f(x,,,) s, utilizdnd 51 ¢q,,, = ®, , rezulta:

f(anrl) = pn (xn+l) + cn+la)n (xn+l ) s

in care c,,, = f[xy,%,,...,X,,X,,,]. Notdim acum x in loc de x,,,, 51 obtinem:
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J)=p,(x) = flxg,...,%,, x]@, (x) 21)
care da o alta forma a restului In formula de interpolare.

2.2 Proprietati ale diferentelor divizate

O serie de proprietati ale diferentelor divizate se dau in propozitiile care urmeaza.

PI1 — Simetrie
Diferenta divizata este o functie simetricd de argumentele sale m

Adica, considerand o permutare (i,,...,i,) a numerelor (1, ..., n), avem:

S5, 1= fIxg5005%,]
Acesta rezultd imediat din (20), tindnd cont ¢ w'(x;) este invariant la 0 permutate a
lui (1, ..., n).

P2 — Formula de recurenta

Avem formula

f[xl,...,xn]_f[xoa""xn—l] (22).

xn _XO

flxgs.-sx,]=

Consecinta 2.1 - Calculul practic al diferentelor divizate:

Noténd nodurile cu x,x,,,,...,x,,,, (22) devine:

_ f[xj+1""’xj+n]_ f[xja'-'axjm—l] (22,)

Xjen =X

f[xj7""xj+n]

si f[x;]=f;. Utilizdnd notatia simplificatd f, ., ., = f[x,x,,...,x,,], (21') se

scrie:

f’+ o jHn _f j+n— "
fjj+1...j+n = - o l (22 )

Xjn =X

Astfel, obtinem diferentele de ordinul 1, 2, 3, etc.:

1: f01=f1_f0; f12=f2_fl; f23=f3_f2;

X — X Xy =X X3 =X,
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2: f012 — f;z fOl ’ f123 — f23 f;z ’
2 X X3 =X
3- f0123 — Jin = Jon :
X3 — Xg
Etc.

Diferentele divizate se pot aseza In urmatorul tabel — exemplu pentru 4 noduri:

Xo Jo | Sou Jon  Joi

X LS fis
X, Sy | In
x5 fs

Primele douad coloane sunt datele problemei. Coloana a doua reprezinta si diferentele
de ordinul 0; diferentele de ordinul 1, 2, 3 sunt in coloanele 3, 4, 5. Tabloul are

structura triunghiulard: datele nu permit calculul diferentelor f cuj+n =4 (care

. jtn

implica nodul x,). Polinomul de interpolare Newton, pentru exemplul din tabel, este:

pi(x)=

23
Jo + For(x=x0) + fora (x =X )(x = X)) + fo105 (X = x0)(x — X )(x — X;) 23)

astfel ca coeficientii lui se gasesc in prima linie din tabel (incepand cu coloana 2).

Pentru calculul practic al coeficientilor polinomului Newton, notdm coeficientii ca n
tabloul de mai jos, unde indicele j corespunde nodului, iar indicele £ ordinului

diferentei:

(24)
Xy Gy | Oy
X3 Gy
Corespondenta este:
Ci = fjj+1“.j+k (24"

Cu aceasta, (23) se scrie:
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p.(x) = ,
(23"
Coop +Cor (X —Xg) +Cop (x = X )(x — X)) + €5 (x — X )(x — X )(x — X;)

Coeficientii ¢, se calculeaza prin recurentd, cu formula care deriva din (21") i (24'):

¢ = Cine-1 — €k
Jk :
Xjek =X

Un program Fortran care implementeaza calculul coeficientilor si a valorii

polinomului pe punctul z, este dat in ANA/Interpolare/Newton.

Exemplu

Consideram tabelul (23) pentru diferentele functiei f(x) = (x —1)’ pe nodurile
{-1,0, 1, 2}:

-1 -8|7 -3 1

0 —-1|1 O
1 0|1
2 1

Polinomul de interpolare (22') este
p,(x)==8+7(x+1D)-3(x+Dx+(x+Dx(x-1).

Se verificd imediat c¢d, p,(x)=(x—1)" =

Propozitia 3 — Proprietatea de medie

Fie x,...,x, , (k+1) puncte distincte, [a,b] intervalul minim care contine aceste
puncte, si functia f definita pe [a, b] s1 avand derivatd de ordinul £, continud in (a,b).

Atunci, exista un punct & = &(x,,...,x,), & € (a,b), astfel ca

/@) o5

fIxgs--0sX,]= a
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Demonstratie:

Egaland resturile din (21) si din (5) — Propozitia 2, obtinem:

_ "

SIxgs--5x,,x]= i)

in care & € (a,b) sidepinde de x side x,...,x, . P3 rezultd punand n = k-1 51 x = x,
]

Consecinta 3.1 — Diferenta divizata pe puncte confundate

Daca f'este definita pe [a, b] si are derivata de ordinul £ continua in (a, b), atunci

VX, X,y,...X, €(a,b)

lim  fTxg,...,x,] =L'(x) (25")

X0 e Xp X k

Cu x,,...,x, = x,rezultd cd avem si & — x, unde & este definit in P3 m

Din (25') rezulta ca, in ipotezele din Consecintd, putem scrie:

f[x,x,...,x]:M (26)
— k!

k+1

Aceasta formula constituie definitia diferentei divizate pentru cazul in care punctele

toate punctele x; sunt confundate —v. 3.3.

Propozitia 4 — Formula Hermite — Gennochi

Daca f are derivate continue pana la ordinul # inclusiv, pe intervalul (a, b) care

contine nodurile distincte x,,...,x, , atunci
f[xo,...,xn]zj---j FOtgxy +... 1 x,)dt, ..d, (27)
SI1
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in care S, este simplex-ul:

S =d(ty),t;,...,t YER™ |£.20,) ¢, =1 27'
n 0°%1 n i i

Demonstratia se face prin inductie asupra lui » — v. Atkinson (1978), Kincaid &

Chenney (1996).

2.3 Extinderea diferentelor divizate la puncte non-distincte
Relatia (27) constituie o altd reprezentare a diferentelor divizate, care poate fi luata ca
definitie a acestora. Aceasta coincide cu definitiile date anterior, in cazul cand

punctele x,,...,x, sunt distincte. Extinderea consta in faptul ca, odata cu definitia

(27), argumentele pot s nu mai fie considerate distincte. Intrucat integrandul in (27)

este o functie continua de argumentele x,,..., x, , rezultd cd si diferenta divizata din
membrul I va fi o functie continua de aceste argumente. Astfel, avem:

Consecinta 4.1
Fie f'continui si avand derivati /" continui pe [a, b]. Fie x,,...,x,, k<n,
continute in [a, b] si consideram diferenta divizata fTx, ...,x,] definita de (27)
pentru n = k. Atunci:
Diferenta divizatd f[x, ...,x,] este o functie continud de argumentele x,,..., x,

(dintre care unele pot coincide), si care se reduce la definitiile anterioare in cazul

argumentelor distincte m
Propozitia 3 de mai sus, poate fi generalizatd la cazul argumentelor non-distincte:

Consecinta 4.2
Daci fare derivatd £ continui pe [a, b] si x,,...,x, €[a,b], nefiind in mod

necesar distincte, atunci

(n)
f[-xo,...,xn]zf—'(é:)
n:

a.ch. — Noiembrie 2008



13

unde min(x,,...,x,) <& <max(x,,...,x,) ®

Demonstratia se face pe baza teoremei de medie a integralei definite si relatiei (25) —

v. Isaacson & Keller (1965). In particular, se regiseste (26) m

Reprezentarea (22) — Propozitia 2, a diferentelor divizate, se extinde la cazul

punctelor non-distincte, prin:

Consecinta 4.3

3

3.1

a.c

Daci fare derivatd £ continui pe [a, b] si X,,...,x, €[a,b] (nefiind in mod

necesar distincte) si x € [a, b], x fiind distinct de oricare x,, atunci:

S x,Lx, 1= flxg, X, x, ]

fIx,xgs..05x,]=
X=X,

Vezi alte proprietati in Isaacson & Keller (1965).

Interpolare pe noduri echidistante. Formule cu diferente finite.

Diferente inainte si polinomul Gregory-Newton

Consideram sirul de noduri echidistante cu pasul /# > 0:

X, =x,+ jh, j=0,£1,£2,... (28)
unde x, este un nod fixat arbitrar.

Definim diferenta inainte (progresiva), a functiei f pe punctul x cu pasul 4, prin:
Af(x) = f(x+h) = f(x) (292)

Operatorul A definit de (29a) se zice operatorul diferenta inainte (mai general, daca se

face referire explicita la pasul /4, operatorul se noteaza A, ). Pentru r intreg, r > 0,

definim diferentelele de ordin superior prin formula de recurenta:

AT f(x) =N () =N f(x+h)-A f(x), (29b)
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unde A’f = f si A =A.
Exemplu:

Azf(x):Af(x+h)—Af(x):f(x+2h)—2f(x+h)+f(x)l

Pentru nodurile echidistante (28), notam

fi=1(x)=f(x,+ jh) (30)
si avem:
Afj =fj+1_fj9 AHlfj :Ar(Afj)~ (309

In particular, exemplul de mai sus devine: A’ f =t —2f;0 + f,;. Observam ca

diferenta A"/, implicd nodurile x, x,,,..., x,,,. Se verificd imediat cd A" este un

operator liniar, adica

Nof, +pg)=alNf,+PNg,;,

pentru oricare doud functii f, g si orice scalari «, £ . Se verifica de asemenea ca avem:
NANf)=NNT)=A"F,.

Proprietiti ale diferentelor

P1 — Expresia diferentei de ordinul r

N f(x)= i(—l)"@f{x +(r—k)h] G1)

unde (]:J = r(r=1). k('r —k+1) este coeficientul binomial m

Demonstratia se face prin inductie asupra lui . Sau, prin observatia ca diferenta este o
combinatie liniard de valorile functiei f pe nodurile x +i%, i = 0,7, cu coeficienti care

nu depind de f: se particularizeaza atunci f, luand f(x) = e*. Exercitiu!

Observatie
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In formula (31), suma este ordonati descrescator in raport cu indicele (-k). Punand

i=r-k,(31) se mai scrie:
N f(x) = 2(—1)”@1(@ + ih) (31"

in care suma este ordonata crescator in raport indicele 7 al nodului.

Luénd x = x,, cu notatia (30), formulele (31) si (31') devin:

N = 2(—1)"(,:]f,+,k (32)
sr,-2e () 62)

P2 — Diferentele unui polinom

a) Daca p, este un polinom de grad m, diferenta A"p, este un polinom de grad m-r.

b) Avem: A'x" =rlh" (33)

Demonstratie:
m

a) Fie p, = Za X", conform liniarititii operatorului diferenta, rezulta
k=0

m k=1 k ..
ANp, =Y aNx" . Avem, Ax =(x+h) —x" = Z( }«k"x’ , rezultd cd Ax* este

k=0 j=0

un polinom de grad &-1. Continuand, rezulta ca:

A x* = polinom de gradul r-k, pentru r > k, (*)
A'x" =0 —pentru r> k. (%)

In particular, A*x* = constant (polinom de grad 0). Astfel rezulta:
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Ap, = ZakArxk ,
k=r

care este un polinom de grad m-r.

2k .
b) Avem Ax" = Z( _jhk-’ x/ +rhx"™", in care primul termen este un polinom de grad
J

Jj=0

(k-2). Aplicand operatorul A si tindnd cont de (**), rezulti
Arxr — Ar—l (Axr) — rhAr—l(xr—l)

care, aplicata succesiv, conduce la concluzia ‘b’

P4 — Relatia intre diferentele divizate si diferentele inainte, pe noduri echidistante

Pentru nodurile echidistante X; =X+ jh, j=0,k si k>0, avem:

1

Ot A f, (34)

SIxgs--0sx,]=

(Demonstratia se face prin inductie.)
Polinomul Gregory-Newton

Cu expresia (34) a diferentelor divizate, polinomul de interpolare sub forma Newton

(19), ia forma:

n

p,(x) = Zﬁq,{u)ﬁfo (35)

unde polinoamele ¢, sunt definite de (18) prin:
k-1 -

g (x)=1 q,(x)= H(x—x_l.), k=1n.
j=0
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Definim variabila reala s prin:
X=x,+sh, s=(x—x,)/h (36)

Tinand cont de x; = x, + jh,avem: x —x, = (s — j)h sipolinomul g,(x) se scrie:

qk(x)=qk(x0+sh)=hkﬁ(s—j)=h"s(s—1)...(s—k+1), k>1

Cu aceasta, polinomul (35) ia forma

Ss(s—1)...(s—k+1)

pn(X):ﬁn(S)Zz Aka
k0 k!
Notam coeficientul diferentei, prin:
S =S(S—1)...(S—k+1)’k21; s 1 (37)
k k! 0

. § . « . . s .
Coeficientul [kj generalizeaza expresia coeficientului binomial, la care se reduce

pentru s = Intreg pozitiv. Cu aceasta, polinomul de interpolare ia forma:

By (s) = Z@Af (38)
in care,
s=(x—x,)/h. (38")

Polinomul (38) se numeste polinomul de interpolare Gregory-Newton. Explicit,

avem:

5.(5) = f, + SAf, + @Az fo+ @N 1o+ +[ jA” I (38")

S
n
Exemplu

Reluim exemplul din 3, in care valorile sunt date pentru functia f(x) = (x—1)°, pe

nodurile: -1, 0, 1, 2. Avem x, =-1, A =1, n =3, si calculdm diferentele Tnainte
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Af,, N f,, A’ f,, in tabelul urmitor:

[ A A’ A’
Jo=-81
=
ﬁ=4§ N f, =—6
i Af;, =1 | | Nf, =6 %9)
ﬁ:oi ANf, =0 |
i Af, =1

Coeficientii polinomului Newton (38) (cu nodul de plecare x, ) sunt situati pe

diagonala descendenta care pleaca din f,. Rezulta:
Ds(8)=-8+57+1s(s —1)(-6) +Ls(s —)(s —2)6 = (s - 2)°
Cu x,=-1, s=x+1, se verificd: p,(s)=(x-1)" m

3.2 Diferente inapoi si polinomul de interpolare Newton cu diferente inapoi

Definim diferenta inapoi (regresiva), a functiei f pe punctul x cu pasul 4, prin:
VIi(x) = f(x) = f(x=h) (40)
si diferentele de ordin superior, prin:

VI f(x)= V(A () =V f(x+h) = V" f(x) (41)
Intre diferentele inainte si inapoi exista relatia:

Vf(x) = Af (x—h)

si prin recurenta se aratd ca
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V' f(x)=A f(x—rh) (42)
sau, cu notatia (29):

Vif,=Nf_,. (42"
Procedam analog cu 4.1, utilizdnd nodurile x,,x ,,...,x_, ,unde x_ =Xy~ jh,

j:O,_n. Punénd x = x, + sh,avem x—x_, = (s + j)h. Avem:
k-1 k-1

g =]Gr=x ) =[]Cs+h
=0 =0

g, (xy +sh)=h (s)(s+1)...(s +k=1) = (=) (=s)(=s = 1)...(=s =k +1)

polinomul de interpolare ia forma:

p(X) = B, (5) = i(—l)"(‘kjkao 43)
in care,
s=(x-x,)/h. (43"

Polinomul (43) este forma polinomului Newton, cu diferente inapoi. Explicit:

S
n

ﬁn(s>=f0+sz0+(_2Sjvzfo—[_;jv3fo+...+(—1)"[_ jV"fo (43")

Exemplu
Reludm exemplul anterior, din 4.2. Nodurile sunt 2, 1, 0, -1, si valorile f'sunt: 1, 0, -1,

-8. Avem (diferentele se pot calcula intr-un tabel analog cu (39)):

Vf():l; Vf1=1, sz:7
V=0, V'f =-6
Vf, =6

Cu acestea, polinomul (43) devine:

D5(8) =1+ s1+L(=s)(=s =)0 =L (=s)(—=s = 1)(-s = 2)6 = (1 + 5)°
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Cu x,=2,s=x-2,se verifici: p,(s)=(x—1)" m

Observatie

Se observa ca diferentele Tnapoi pe punctul x = 2, se gasesc in tabelul (39), pe

diagonala ascendenta care pleacd din f . Aceasta are loc pentru urmatoarele:
considerand nodurile in secventa crescatoare x; = x, + jh, j = 0,n, nodul de referinta

pentru diferentele Tnapoi este x,, si polinomul (42") se scrie:

5.(s)= [, +sVf, +(_2Sjv2fn —(_;jvvn b s=(x—x,)/h.

Conform (42") avem V* f, = A' £, , . In cazul exemplului, avem n = 3 si rezulta:

Vi, =N, Vi, =NFf,Vf,=Nf, m

3.3 Operatori diferenta si calcul simbolic

Pentru noduri echidistante cu pasul 4, se introduc urmatorii operatori (pentru functia f,

pe punctul x):

1) Identitate: If (x) = f(x)

2) Deplasare: Ef (x) = f(x +h)

3) Diferentd inainte: Af(x) = f(x +h)— f(x)

4) Diferentd tnapoi: Vf(x) = f(x)— f(x—h)

5) Diferent centrald: & (x) = f(x+4)— f(x—1)

Se verifica imediat ca operatorii 1 — 5 sunt liniari, adica, notand unul din operatori cu

A, avem (pentru scalari arbitrari a, b, si functii arbitrare f, g):

A(of (x) + fg(x)) = adf (x) + pAg(x)

Suma a doi operatori, si produsul a doi operatori, se definesc respectiv prin:
(A+B)f(x)=Af (x)+ Bf (x); (4B)f(x)= A(Bf (x))

In conformitate cu definitia produsului, puterile intregi &, ale unui operator 4, se

definesc recurent prin:
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A =1, A" =44""k>1.

Mai definim, pentru s = real:

E’f(x)= f(x+sh)

si avem (pentru s, t =reali): E°E' f(x)=E'E" f(x).
Relatii intre operatori

Din definitii rezulta urméatoarele relatii intre operatori:

A=E-1 (44)
V=I-E" (45)
V=AE" (46)
S=E"?"-E"? (47a)
S5 =AE"? (47b)

Cu acestea, se pot deduce mai multe formule (unele demonstrate direct in paragrafele

anterioare). Astfel, din (44) pentru » = intreg, avem:
N =(E-I) = Z(—l)k[rjE”‘klk
0 k
Cu aceasta, tinand cont de 7* f(x) = f(x) si E™ f(x) = f[x + (r — k)h], rezulta:
r - k r
N f(x) =2 (-1) i STx+(r=k)h] (48)
k=0
care reproduce formula (31). Analog, din (45) avem:
Vr — (1 _ E—l)r — Z(_l)k r Ir—kEk
k=0 k
cu care, rezulta:

Vi F) =Y (-1 @f(x ~ kh) (49)
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Din (46) avem:

V' =AE"

care conduce la:
Vif(x)=Af(x—rh),
care reproduce (42).

Formule care implica diferentele centrale:

Din (47a) avem

5" = (EV? — g2y = Y _1) r ik
( ) =2 )(k

k=0

care, aplicata la f{x) da:
- r
6" f(x)= Z(—l)k(kjf[x +(5 = k)h]
k=0
Daca luam r = par, r = 2p, rezulta
2p <& 2P
S f(x)=2 (=) o P ph+@p=ion],
k=0

Utilizand (48) pentru r =2p si x > x — ph, rezultd ca avem relatia:

8 f(x)= A f(x — ph)
astfel ca diferentele centrale de ordin par se pot exprima prin diferente inainte.

3.4 Alte polinoame de interpolare

Vom da alte forme ale polinomului de interpolare — pentru unele detalii v. Stancu
(1977).

Polinoamele de interpolare Gauss

Presupunem cd vrem sa aproximam valoarea functiei intr-un punct apropiat de x,. Se

considera atunci, un numar par de noduri (echidistante cu 4), fie acesta (2n+2), n
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situate la stanga si n+1 la dreapta nodului x,: X, ,X_, ,... X 53X X 5000y X, X, -

Nodurile se iau In secventa urmatoare:

Xo3 X1 X (5eees X, X5 X

n+l (*)

si utilizam polinomul Newton dat de (19'). Acesta se scrie:

Dopi (X) = fo +(x—x, )fO,l +(x = x)(x —x, )fo,l,—l +(x —xp)(x —x; )(x —x_ )fO,l,—l,Z

+...+ (x — Xy )(X - xl)‘ . .(X - X, )(x —X_, )fO,l,—l,...,n,—n,11+1

Punem ca Tnainte x = x,, + sh siavem x —x, = (s —i)h. Tinem cont de de

proprietatea de simetrie a diferentelor divizate si de expresia acestora pe noduri

echidistante (34). Astfel, rezulta:

x—x,=sh,...,

(x=x)(x—x)(x=x_ ) (x=x, )x—x_, )x—x,)=(s+n—1)...(s—n)h>,
(x=x)(x—x)(x =% ) (x—x,)x=x_ )= (s +n)...5...(s —n)h>""

1

1 2
fO,l = ZAan fO,l,—l = f71,0,1 = N2 NSy,
— _ 1 AZn
fO,l,—l,...,n,—n - f—n,...,O,...,n - W f—n 2
1 2n+l1
fO,l,—l,...,n,—n,nH = f—n,.4.,0,...,n,n+l A " f—n :

T Qn+ )R

Inlocuind expresiile de mai sus in p,,,,(x), se obtine:

Do (X) = Gan+2 (s)=
n(s+k=1) 5, s+k ) i (50a)
f0+SAf0+;|:( 2% JA f_k+(2k+le f—k:|

unde indicele polinomului G este numarul de noduri (indicele polinomului p este

gradul acestuia).

Daca ludm un numar impar de noduri, eliminand in (*) nodul x__, , se obtine

n+l >
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p2n(x):G2[:1+l (S):
+sA +Z s+k—1 AL s+k A2k N s+n—1 A (50b)
fo S fo £ 2% ffk 2% +1 f,k n f—n

Polinoamele (50a, b) sunt polinoamele de interpolare Gauss — inainte, cu numar

impar, respectiv par, de noduri. Ele se scriu explicit:

= f, + GJAfO + (;J& fi+ (S ;r IJN fi+ (S : I]A“ [+

unde ultimul termen depinde de cazul m = 2n+2 sau m = 2n +1.

Daca ludm nodurile (x_, ), x_,,x X_;3Xy5X,,..., X, In secventa:

—n+ls°°*
x();-X_U-x];" D) _na na(x—nl) (**)

se obtin polinoamele de interpolare Gauss — inapoi, cu numar de noduri impar,

respectiv par (inclusiv x_, | ):
s+k—1 s+k
G (8) = /o +ZK ] jAZ’” o +( o JA”‘ fk} (51a)

B S+n o
G0 (s) = G2n+1 (s)+ AL (51b)
2n+1

De exemplu, explicit, avem:

(j (S-!—l] , (s+l] , ( +2) A
2n+l(s) Jot A+ ) ANf,+ Af,+ Af,+

Polinoamele Stirling

Se definesc prin media aritmetica a polinoamelor Gauss — inainte, respectiv — Tnapoi:

Syun(s) = %[ a1 (8) + G2n+1 ()] (52a)

S202(8) = 3[Gy, 5 (5) + Gy, 5 ()] (52b)
Polinoamele Bessel

Se definesc prin:
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Media aritmeticd a polinomului Gauss — inainte cu punct de plecare x,, si

polinomului Gauss — Tnapoi cu punct de plecare x, . Pentru acesta din urma, secventa

nodurilor se obtine addugand o unitate indicilor din (**):

X3X05 X035 X 15 X553 X_, 1, X,,5(x_,). Astfel, avem:

n+l°

a) Polinomul Bessel — numar par de noduri:

Byya(s) = L(fy + )+ S ST [STA 2
s)=-
2n+2 2 0 1 — 2k—1 2k—2 1-k
r(s+k—1
1307 A f L+ f )
~| 2k

Acesta coincide cu functia pe nodurile: x_ ,x

R

b) Polinomul Bessel — numar impar de noduri:

X 53X X ey X

(53a)

X

no¥n+l

Formula de mai sus, in care prima suma se face de la k=1 la k = n. Avem:

s—1(s+n-1),
BZn+2 (S) = BZrH—l (S) + 2 A ! f—n
2n+1 2n

Pentru alte desvoltari — v. Stancu (1977).

3.5 Diagrama romburilor pentru interpolare

(53b)

Consideram tabloul diferentelor inainte ale functiei £, pe noduri echidistante. In

exemplul de mai jos sunt indicate numai diferentele care se pot calcula plecand de la

valorile date f,,..., f;: s-a notat, simplificat, A, = A" f.
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/o
Afz
o | | A,
| A | A,
fo A, A
A, A,
, . . . . . .
A, A
Lo s
. . .
/5

Diferentele implicate in formulele polinoamelor de interpolare se iau din diagrama, pe

urmatoarele cai:

Gregory-Newton — Tnainte: diagonala descendenta: \\

Gregory-Newton — inpoi: diagonala ascendenta: /
- Gauss — Tnainte: zigzag, primul pas descendent: NN

- Gauss — Inapoi: zigzag, primul pas ascendent: NN
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- Stirling: orizontala care incepe de la f; - pentru diferentele de ordin par; media
diferentelor de ordin impar situate deasupra si dedesubtul acestei orizontale:
A 1 A3—2

fo A Al
A, A,

- Bessel: orizontala care incepe intre f, si f, - pentru diferentele de ordin impar;

media diferentelor de ordin par situate deasupra si dedesubtul acestei orizontale:

fO Az—1 A4 2

A, A, A,
/i Ay A

Diagrama poate fi completata si cu coeficientii diferentelor — v. Ralston &

Rabinowitz (1978), Curtis (1978).

4 Interpolare Hermite

Problema interpolarii Hermite se pune in modul urmator: consideram n+1 noduri

Xy, X,,...,X, §1 presupunem ca pe nodul x; sunt date valorile functiei f'si a derivatelor
lui f'pana la ordinul &, —1:

f(x)=co, f'(x)=Corees 5 () =iy i=01,..0m (54)

Fie m+1 numarul conditiilor (54), adica

ky+k +...+k, =m+1 (54

Cautdm polinomul p, de grad minim care satisface conditiile (54). Acesta va fi un
polinom de grad cel mult m, avand m+1 coeficienti care se determina din sistemul

liniar

p(j)(xl.):cil., j=0,k, -1, i=0,n (55)

unde p”(x) = p(x).

Propozitia 1
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Polinomul Hermite care satisface (55) exista si este unic m

Constructia efectiva a polinomului Hermite se poate face in forma Newton sau
Lagrange. Vom considera prima variantd. Pentru a doua, v. de exemplu Kincaid &
Chenney (1996), Ralston & Rabinowitz (1978).

Pentru constructie considerdm polinomul Newton scris pentru nodurile x,,i = O,_n,

unde nodul x; apare de &, ori, adica:

XgoeresXgs Xoees X5 00 53X, 5000 X, (58)
0 1 n
Notam, pentru claritate, lista (58) a nodurilor cu:
. . . 1
YosVieeos Viga1sVigoeooo Vibgrr)-15"" "5 Vg vk, )2+ Vet (58")

unde numadrul total de noduri este k, +k, +...+ k, = m +1, si corespondenta cu

nodurile x; este:
V=%, 0<j<k,-1;
V=%, ky<j<(ky+k)-1;

Etc.

Polinomul Newton pentru nodurile (58') este:

m+1

p(x) = Zf[yo,--.,y,-]q,-(X) (59)
unde:
g, =[x a()=1. (60)

iar coeficientii sunt diferentele divizate cu repetitie, definite in 3.2.

Exemplu
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Fie nodurile x,, x,, cu multiplicitdtile 2, 3, adica se cere ca polinomul sd reproduca
valorile: f(x,), f'(x,), f(x,), f'(x,), f"(x,) . Consideram polinomul Newton pentru
nodurile x,,x,,x,,x,,x,. Avem:

go(x) =1; q,(x) =(x—xy); %(x):(x_xo)z;

C[3(x):(x_xo)2(x_x1); ‘I4(x)=(x_xo)2(x_x1)2-

p(x) = f, +f[xo’xo](x_xo)+f[xoax0’x1](x_xo)2
+f[xoaxmxl’xl](x_xo)z(x_xl)+f[xoaxoaxlaxla)ﬂ](x_xo)z(x_xl)z
in care:

STxesx01= f'(x0) 5
Slxos X 1= fxg, %01 fIxg,x1= f'(x)) .

f['x05x0:vxl]= =
X=X X = X

1= STxg5 X9, X, 1= X0, X, %]

X=X

f[x()’x()’xli‘x]

3

in care:

f[xlaxl]_f[xoaxl] — f'(xl)_f[xmxl] .

X=Xy X =X

f[xoaxl’xl] =

Sx0s X0, %0, % 1= fx0, %, %, %]

X, — X,

f[xoaxoaxpxpxl] =

Folosind o notatie simplificata, polinomul se scrie:

p(x)=f, +f00(x_xo)+foo1(x_xo)2

+foon(x—xo)z(x—xl)+f00“1(x—x0)2(x—x1)2

Calculul diferentelor se conduce, de exemplu, in tabelul urmator: in coloana 1 se dau
nodurile; in coloana 2 — valorile functiei si derivatelor; in coloanele 3 — 6, se
calculeaza diferentele divizate; diferenta pe k noduri coincidente se ia egala cu

derivata de ordinul (k—1) pe nod, Impartita cu (k—1)!.
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Xo Jo | Joo =10 Joon Joonr Joornn
Xy Jo Jor Jou Jon

x h| =8 =3

x N
x N

Exemplu numeric: consideram nodurile 1, 2 (cu multiplicitati 2, 3) si functia
f(x)=(x-1)*. Tabelul de calcul este dat mai jos. In acesta: valorile subliniate sunt
Joos J11 §1 f111» calculate prin derivatele pe x = 1 si x = 2; celelalte diferente divizate

sunt calculate Tn mod obisnuit.

1 0]0 1 21
1 01 3 3
2 114 6
2 4

2 12

Polinomul este:
p(x)=(x-1)"+2(x=1)*(x=2)+ (x=1)*(x =2)°

care, evident, reproduce f(x) m

Propozitia 2

Polinomul de interpolare Newton (59, 60) scris pentru nodurile x,,i = 0,7, unde

nodul x, apare de k; ori, este polinomul Hermite care satisface (55) m

Formula de interpolare Hermite

Punem, cu notatiile anterioare,
fx)=p,(x)+R,(x) (61)

unde p, (x) este polinomul de interpolare Hermite pe m+1 noduri multiple, iar
R, (x) este restul in formula de interpolare (61). Presupunand ca functia f are m+1

derivate continue pe intervalul [a, b] care contine nodurile, se arata ca restul este dat
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de formula generala (5) — 1.2, Propozitia 2, considerand nodurile multiple. Adica,

explicit,
R,(x)= G [T =x)" 10 (©)
i=1

unde ¢ € [a,b].
[

Il. DERIVARE NUMERICA
Doua probleme se pot pune pentru calculul numeric al derivatelor unei functii:

1. Calculul derivatelor unei functii definite numeric — adica prin valori in puncte

date.
2. Calculul numeric al derivatelor unei functii definite analitic.

A doua problema se pune in cazul cand functia are o expresie complicata si este

suficientd o aproximatie a derivatei (in special pentru derivate de ordin superior).

Ambele probleme se pot rezolva utilizand polinoame de interpolare. Pentru a doua

problema se utilizeaza si asa-numita extrapolare Richardson.

1 Derivarea unei functii definite numeric

Fie functia f definitd pe n+1 puncte distincte x,,...,x, si p, polinomul de interpolare

pe aceste puncte. Atunci, o aproximatie a derivatei de ordinul £ < n este data de
[P =p (%)

Problema este de a evalua eroarea acestei aproximatii, adicd a evalua restul In formula
FO00) = p () + RO () (62)

In particular, pentru derivata intdia pe un nod, putem proceda cum urmeaza.

Consideram expresia (21) a restului in formula de interpolare a polinomului Newton:

R,(x) = f(x) = p,(x) = fIx(,.... x,, x]o, (x)
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(n+1)

Daca presupunem ca existd derivata """, atunci, din expresia anterioard rezulta ca

membrul doi este derivabil si derivand odata si facand x = x,, avem:

R, (x;) = fxg5e 52,5, ]2, (x;)

Cu Consecinta 4.2 din 3.3, si explicitdnd o) (x,) , rezulta:

(n+1)
RI(x) = f (’7) D 0, - 63)

J=0, j#i

unde min{x;} <7 < max{x,}. A deriva in continuare expresia restului nu conduce la

formule practice.

Pentru derivatele de ordin superior, printr-o demonstratie analoaga cu cea a

Propozitiei 2 din 1.2, se obtine urmatorul rezultat (Isaacson & Keller (1965)):

Teoremad

Fie functia f definita pe [a, b] si avand derivatd """ continui pe [a, b]. Fie nodurile
ela,bl,i= O,_n, ordonate prin x, < x, <...< x,. Atunci pentru orice k, k < n,

avem:

(n+1)
O “%,H( (64

unde punctele &, nu depind de x si sunt situate in intervalele
X, <& <xy, J=0,1,..,n—k, (64")

iar 7 =n(x) este situat intr-un interval care contine x si punctele &, m

Daci x,x, €[a,b] si | f“*"(x)|< M, se obtine marginea erorii sub forma

’R(k) (x) | - (n k+1)‘ M ‘ b a ”" e (65)
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Vom stabili marginea restului in urmdtorul caz particular: k=2, x = x,, s1 noduri

echidistante cu 4. Avem x; < 5 ; <X, J=0,n—2,de unde rezulta:

j+2°
0<;<i—-2: X, =&, <x,—x; = j)h
i—-1<j<n-2: §j—xi£xj+2—xl.:(j+2—i)h

Cu acestea:

n-2

(n+1)
R )< g?'"lfla M+

sau

R e < P 7| (66)

unde x, <n<x,+nh.
Formule de derivare pe puncte echidistante

Consideram in ceea ce urmeaza nodurile echidistante x = x, + jh, j =0,n, si

urmatoarele polinoame de interpolare:

a) Newton — inainte (38):

D,(s)= f, +sAf, + (SJAsz + (sjﬁfo o+ [SJA”fO
2 3 n

33

Avem f(x)= p(s),unde x = x, + sh. Derivam in functie de s si facem s = 0. Tinand

cont de
i S B (_l)k—l
ds | k k-
s=0
se obtine:
’ 1 n— n !
f (xo) = Z[Afo _%Azfo +%A3fo +...+ (_1) : %A fo] + Rn(xo) (67)

Restul este dat de (63), si anume:
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f (’””(77)1—[( xo—x,)= (=)’ AN G)] ("”)(77) (68)

R (xy) = (n+ 1! L]

unde x, <7<x,.
b) Gauss — inainte, cu numar impar de noduri

(2n+1 noduri: x,,x,x ,...,x,,x_,)—Vv.(50b):

Do, (x) = Gan+1 (s)=
A s+k—1 AZE s+k A2k s+n—1 A
Jo+s fo+z 2% AT f+ 2 +1 S|+ n S

Proceddm analog, derivand in functie de s si facand s = 0. Avem:

d(s+k—-1
ds 2k .

d(s+k
ds\ 2k +1 »

Se obtine:

o KR =1)
=D k)

k1
Qk+1)!

= (-1

1l Kk -1 () ok
S(x) =— {Afo+2( 1)[ (2k)! fik+mA Sl )

,nl(n=1)0 ,,
+(=1) WA .

sau, explicit:

! 1 1
f(xo)EZ[Afo_%Azfl 1A3f + 1A4f2+'-'] (69"
Restul este dat de (63), si anume:

RL (x0) = (<1 = pommnon < x, + (70)
2n+1)!

Observatie
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Daca am utiliza aproximarea (67) pe 2n+1 noduri situate de aceeasi parte a lui x,, de

exemplu x, + jh, j=0,2n, restul sub forma (68) este:

(n+l)
R;(ﬂl)(xo) —p f (17)

, <n<x,+2nh 71
1 Xo <17 <X, n (71)

Presupunand ci valoarea lui """ (n) este aceeasi pentru intervalele din (70) si (71),

rezultd cd avem | R}, (x,) |<<| R}\"(x,) | care aratd cd aproximarea (69), cu noduri

centrate in jurul lui x,, este mai bund decat (67).

[
Cazuri particulare
1) Derivata de ordinul intai:

Pentru n =1 (3 noduri: x,,x,,x_,) se obtine formula:
' ~ 1 1 A2
S7(x0) ZZ{Afo -3 A S}, sau

(%0 zi[fl — 7l (722)

in care restul este:

Ri(x,)=—=¢h* (), x,—h<n<x,+h.

Pentru n = 2, se obtine formula:  f'(x,) = %[Af0 —INf -LIAN S+ LA ,], sau

explicit:
(e )= L1 _
f(xo)ZIZh[ S48 =8/ + /], (72b)

in care restul este O(h™).

2) Derivata de ordinul (2n — 1):
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s+k

Derivam polinomul p,, de 2n — 1 ori: intrucat ( J este un polinom de gradul m,

m

derivatele de ordin > m sunt nule, astfel ca derivata de ordinul (2n — 1) implicd numai

ultimii doi termeni din polinom. Pentru acestia avem
d* ' (s+n—1 d* (s+n—-1
2n-1 =1 > 2n-1
ds 2n—1 ds 2n

astfel ca rezulta:

s=0

1
h2n—l

f(2n—1) (xo) ~ [AZiz—lf_nH _%Aan_n]

in care, conform (65), eroarea este O(/>). Formula de mai sus se poate scrie si sub

forma:

n— 1 n— n—
f(2 1)(x0) =~ 2h2n_1 [A2 l;f‘_n-‘-1 +A2 lf_n]
n

¢) Gauss — Inainte, cu numadr par de noduri

(2n+2 noduri: x,,x,,x_,...,x,,x_,, X, ) — V. (50a):

| (s+k—1 s+k
= GF — + A + AZk + A2k+1
Pana (X) 2 (8) = fo +5Af, ;_1,{( 2%k ] S (2]{ " J f—k}

Acesta conduce la derivata de ordinul doi (mai general, la derivatele de ordin par).

Vom considera, pentru exemplificare cazul n = 1 (noduri: x,, x,,x_;,x, ). Polinomul

este:

Dp:(x) =G, (s) = f, +548f, +S(ST_1)A2]‘1 +W&fl

Derivand de doud ori, se obtine GJ(s) = A’ f, +sA £, si ficand s = 0 rezulta:

” NL 2
S (xy) = e NS,

In general, avem:
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d> ([ s+k B

ds\2k+1)

d* (s+k-1 _ (k—=1)1*-2
ds*\ 2k ) (2k)!

cu care, rezulta:

e (K=DP2 o,
2h)! AT T (73)

oo 1%
["(x) =5 D (1)

h™ S
Explicit, primii termeni ai sumei sunt:

F7(x) = hi ) Ay Cy (73)

Marginea erorii (66), In care: n > 2n + 1; nodurile ordonate crescator sunt

X yeeesX 5 XgsXpseens X, , X, 15 X; = X,, astfel cd i = n, devine:
n!(n+1)!
| Ry (xo) [S————=h"" | [ (1) (74)
(2n)!

Cazuri particulare
1) Derivata de ordinul 2:

Consideram cazurile n =1, 2. Avem:

14 1
f (xo)=h—2A2f71; |R <k [P0

14 1
S(xy) = _2{A2f71 _%Aé‘ffz}; | Rs(Z) < %h4 AT
h
Explicit, aceste formule sunt:
" 1
f'(x) == [h =2/ + /4] (75a)
h

1

f (XO):W

[_fz+l6f1_30f0+16f71_f72] (75b)
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Pentru prima formuld, o margine mai buna a erorii se obtine adunand seriile Taylor a

lui f(x,+h) si f(x,—h) (v.Cap. 5-1I1, 1.1.1), sub forma:
| R (xy) <507 | D), Xg—h<n<x,+h.
2) Derivata de ordinul 2#:

Derivdm polinomul p, ., de 2n ori: derivata implicd numai ultimii doi termeni ai

sumei (k = n). Pentru acestia, avem:
d* (s+n-1 . d* (s+n
ds*" 2n S ds* \2n+1

astfel ca rezulta:

=0,

S=

1

2n
h2n A f—” ’

£ ) =

in care eroarea, conform (65), este O(h*).
[

2 Extrapolarea Richardson

In cazul unei functii definite analitic, calculul numeric al derivatelor se poate face
prin formulele din 7.1, calculand in prealabil, valorile functiei pe un sir de noduri.
Intrucat valorile functiei pot fi calculate in orice punct al intervalului de definitie,
urmatorul procedeu permite ca, plecand de la doud aproximatii ale derivatei avand
acelasi ordin al erorii, sa se gaseasca o aproximatie cu precizie mai mare. Procedeul
se zice extrapolarea Richardson. Cele doua valori ale derivatei se calculeaza cu cu

pasul A, si respectiv, cu pasul 4/2, cu o formuld de aproximare a carei eroare are

forma b i’ +b,h* + b,h° +... . Astfel, sd calculim f' cu formula (72a). Pentru

evaluarea erorii folosim seriile Taylor
xo +h) = f(x))+ f'(x)h+Cyh*> + Ch° + Cyh* + Csh® + ...
S xg + 1) = f(x) + [ (x)h + Cy 3 4 5 .
x,—h)=f(x)—f'(x)h+C.h*=C.h>+C,h* —=C.h° +...,
Jxg =h) = fx)) = f'(x)h +C, 3 ’ 5

in care: C, = f“(x,)/k!. Scizand cele doui serii, rezulta:
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J'(x95h) :i[f(xo +h) = [ (= M)+ Csh* + Ch* +

0) Extrapolarea ‘0’ — Aproximatii de ordinul O(%%):

Aplicand formula pentru &, 4/2, h/2° = h/ 4, avem aproximatiile:

100 = £, % L Gy )= 3y = )
1(0,2) _ ~ _

fo th/z—Z(h/z)[f(xo+h/2) Sf(xo—h/2)],
1(0,3) _ ~ _

fo foh/4—2(h/4)[f(xo+h/4) f(xy—h/4)]

Notatia indicilor superiori (i, j) din membrul ntdi au semnificatia: i = indicele
extrapoldrii (aici, i = 0); j = indicele aproximatiei. Erorile aproximatiilor de mai sus

sunt de ordinul O(h*) si sunt definite de:

fo=fi" +Ch* + Csh* + ... (a)
’ , h2 h4

fo=f0(0’2)+C2_2+C 24 (b)
, , h2 h4

f0=f0<0’3)+C32—4+C52—8+... (C)

1) Extrapolarea 1 — Aproximatii de ordinul O(h*):

Daci elimindm termenul in 4° intre (a), (b), si respectiv intre (b), (c), rezulta:

! 1 ! !
Sy = O % S (7 = )+ 06,

! ’ 1 ’ ’
fo :f0(0’3)+ﬁ(f 0~ )+ o)
Aproximatiile

for(l,l) — 0!(0,2) + 221 1 (f!(O ,2) for(O ]))
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1
1,2 0,3 0,3 0,2
.f()’( ) = 0’( ) + 22 1 (f;)'( ) 0'( )) s

are erorile date de:

fo= f100 —(C, /22)h* + O(h®) (d)
! ! h4
fo= 0(1’2)—(C5/22)2—4+0(h6) (e)

2) Extrapolarea 2 — Aproximatii de ordinul O(h°):

Analog, eliminand termenul in A#* intre (d) si (e), rezultd aproximatia:

1
for(Z,l) — 0!(1,2) + 24 1(f01(1,2) _ for(l,l))

care va avea o eroare de ordinul O(/4°) . Pentru a continua procesul, avem nevoie de o
a doud aproximatie de ordinul O(h°), f;*” . Pentru aceasta, se porneste cu inci o

. . . 0.4
aproximatie la pasul 0, si anume, f;"" = £/, ., etc.

3) In general, avand doua aproximatii ;" si f,"* calculate respectiv cu 4’ si

h'/2,ambele cu erori de ordinul O(4"), formula de extrapolare este:

_ _ 1
r(i+1,1) _ 1(i,2)
Jo =S A

S (0 = 1) (76)

cu o eroare de ordinul O(h"**). Observati ci f;""> noteazi aproximatia mai exactd

de la pasul anterior m

Extrapolarea Richardson se poate aplica, in mod analog, pentru derivatele de ordinul
doi, calculate cu (75a). Evaluarea erorii se face adunand seriile Taylor de mai sus. De

exemplu, pentru prima aproximatie, avem:

F(x,) = hiz[f(x0 +h)=2f(x,)+ f(x, —h)]+2C,h* +2C.h* +...

Observatii
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1) Procesul de extrapolare se opreste dupa un numar de pasi, limitdnd marimea

pasului /2", si prin testul | £;? — £/*" |< eps unde eps este prescris.

2) Procesul de extrapolare prezentat utilizeaza sirul de pasi {4,}, A, — 0, definit de
h, = h, h,,, = (3)h, . Pentru cazul general &,,, = ph,, p <1, v. Ralston &

Rabinowitz (1978)

3) Inloc de extrapolare, pentru cresterea ordinului erorii de la O(4*") la O(h*"*?),
se poate utiliza polinomul de interpolare de ordinul 2z + 2 (adica, adaugand inca
doua noduri la cele 2n+1 considerate in 7.1, b), si calculand derivata cu formula

(69). V. expresia (70) a restului.
[ ]
Cod Fortran

Urmatorul cod implementeaza extrapolarea Richardson. Datele x,,n,/h se citesc

dintr-un fisier de date: n este numarul aproximatiilor de la pasul ‘0’; / este pasul

initial. Aproximatiile £, i =0,n —1sunt stocate in tabloul £f (0:n-1,n).

Proiectul include sub-programul de tip function, care calculeaza f(x). Ca exemplu,

este consideratd functia f(x)=e".

! Extrapolare RICHARDSON pentru f'

! Sub-program: fun (x)

! Datele: x0, n, h - citite din fisier de date.
Program Extrapolation

character (255) fname, dummy*80

real, allocatable:: ff(:,:)

aprox (fl, f2, h)= (f2 -fl)/(2*h)
extrapol (f1, f2, n) =f2 +(f2-f1)/(2**n -1)

print '(a,\)', ' Input file:'
read '(a)', fname

open(l, file =fname, status ='old', form ='formatted')
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read(l, ' (a)"') dummy

read(1l,*) x, n, hO ! h = h inital

allocate (f£f(0:n-1, n))
ff =0.D0;

! Aproximatii - O:

h =2*h0

do i =1, n

h =h/2

f1l =fun(x-h); £f2 =fun(x+h);
f£f(0, i) = aprox(fl, f£2, h)
enddo

! Extrapolari= 1:N-1
MainDo: DO IE =1, N-1

ne =2*1IE

do i =1, n-IE

ff(IE,i)= extrapol (ff(IE-1,1i), ff(IE-1,1i+1),

enddo

ENDDO MainDo

! Write:

write (1, '(a, /)') 'ff:';

DO ie = 0, n-1
write (1, *) ie, ff(ie, l:n-ie)
write (1, *)

ENDDO

deallocate (ff)

END program extrapolation

function fun (x)
fun =exp (x)
end
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Pentru f(x)=e", sa calculam prin extrapolare f'(1.4). Consideram pasul initial

h =0.05 si n=4 (3 pasi de extrapolare). Rezultatele, obtinute cu programul prezentat

mai sus, se dau in continuare: in prima coloana sunt indicii pasilor, iar in coloanele

urmatoare aproximatiile. Calculul este facut in simpla precizie. Valoarea exacta este

4.055 199 966 84.

0

1

2

3

4

4

4

4

.056885 4.055200
.055197 4.055225
.055227 4.055201
.055200

4.055324 4.055233

4.055202

Aceeasi valoare se obtine cu 2 = 0.1 si 4 pasi de extrapolare; cu 2 = 0.5, 4 pasi si

h = 1.0, 3 pasi, rezultd valoarea 4.055201. Cu 4 < 0.1 se obtin valori mai putin

precise: de exemplu, cu 2 = 0.001, 4 pasi, rezultd 4.052745. Rezulta ca valoarea

optima pentru 4, pentru exemplul considerat, se situeza in plaja 1.0 ... 0.05. Acest

rezultat poate fi generalizat: pentru /4 initial, nu se vor lua valori excesiv de mici. O

valoare in jurul lui 0.1 pare sa convinad pentru mai multe exemple m
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