4.1.1 Metode bazate pe derivare numerica (BDF)

Consideram din nou, problema cu valori initiale
X' = f(t,x); x(t,) = x© (41)

Tn metodele anterioare s-a integrat ecuatia (41) si s-a utilizat polinomul de interpolare pentru
functia f(t, x(t)). Consideram acum ecuatia (41), si polinomul de interpolare pentru functia

X(t), pe nodurile t,,t,...,t,_, , sivalorile X,,...,X_.,,; (polinom de grad k):
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unde t=t, +sh, s=(t—t)/h.

[Reamintim ca:

Diferenta regresiva a functiei f pe punctul x, cu pasul h, este
Vi (x) = f(x)— f(x=h)

sica:

Vf (x) = Af (x—h);

V(X)) =Af(x—rh),sau V', =A"f,_ ]

Cerem ca polinomul g, (t) sa satisfaca ecuatia diferentiala pe punctul t;,;:

Q|: (ti+1) = f (ti+1' Xi+1) (52)

Ecuatia (52) este ecuatia implicitd din care se determind necunoscuta X;,,. Avem:
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de unde, tinand cont de t =t._, << s =1, rezulta
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Cu aceasta, ecuatia (52) devine formula implicita

k
D8V, =hf,, (53)
j=0
unde s-a pus
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Cu definitia coeficientului binomial avem
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cu care se obtine
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Sau:

Formula (53) devine:
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Formulele (54) se numesc “formule de derivare inapoi” (Backward Differentiation
Formulae) si metodele bazate pe aceste formule se zic metode BDF. Ele se utilizeaza in

integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale rigide — v. 5.



Utilizam expresia diferentelor inapoi ale functiei f pe t;:

V! fi = Zj:(_l){ljjfi—| |

pe care 0 scriem sub forma

k

vif = Z(—l)l c'f,
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unde definim
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Ludm acum, f, =x,,,.

Rezulta
. k .
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(54) devine:
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Intervertind ordinea de sumare, rezulta:
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n fine, cu:
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Formulele (54) explicitate in termenii x;,, , sunt:
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ch Xja = hfi+1 (56)
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Pentru k =1,6, coeficientii C, sunt dati mai jos. Pentru k > 6, metodele BDF sunt instabile

(Hairer et al. (1987)).

Coeficientii ¢, pentru metodele BDF — ecuatia (54a)

k Xi g X, Xi 4 X , Xi 4 X 4 X s

1 1 -1

2 3/2 -2 1/2

3 11/6 -3 3/2 -1/3

4 25/12 -4 3 -4/3 1/4

5 137/60 | -5 5 -10/3 5/4 -1/5

6 147/60 | -6 15/2 -20/3 15/4 -6/5 1/6
Ordin

Din deducerea formulelor BDF rezulta ca acestea sunt exacte pentru cazul in care solutia este

un polinom de grad k (x si g, coincid). Cu un rationament analog cu cel din 4.3.2, rezulta ca

metodele BDF au ordinul p = k.

Implementare — Valori de start
Sa consideram, spre exemplu, formula de ordinul 4 (k = 4):
C40X + C41Xi + C42Xifl + C43Xi—2 + C44Xi73 = hfi+1

i+1
Coeficientii sunt notati acum C,, pentru a evidentia si ordinul k al metodei.

Pentru k =4, coeficientii sunt:  25/12 -4 3 -4/3  1/4



Concret:

25 4 1
EXM —4x, +3X —gxi_z +in_3 = hf

i+1

Tn primul moment, i = 0, formula este

25 4 1
EXl —4x, +3x _EX—Z +Zx_3 = hf,

X, este dat (conditia initiala), dar valorile de start X ,, X ,,X_, trebuie produse de alta

metoda. Concret, se utilizeaza metoda Runge-Kutta, sau metodele BDF de ordin mai mic.

Cu BDF de ordine 1...3, avem:
CioXig T C1 X = hfi+1

CooXizg T Cpy X +Cp0Xi 4 = hfi+1

i+l

Ca0Xis +CarXj +CypXiy +CaaXi, =Ny

Se scriu acestea pentru i = —1:

CioXo +CiiXy =hfy = x, = (hfy —cyoX,)/cyy

Co0Xg +CpyX 4 +CppX_, = hfy = X, = (hfy —CyoXy —C51X 1)/ Cyy

CaoXg *Ca1X g +CgpX, +Cy5X 5 = hfy = X5 = (hfy —CyXy —CqX; —CypX,)/ Cyg

Coeficientii pentru k = 1; 2; 3; sunt (tabelul de mai sus):

1 -1
3/2 -2 1/2
11/6 -3 32 -1/3



