CURS 3
METODE NUMERICE PENTRU SISTEME DE ECUATII LINIARE

Partea |

Metode directe:

1 Gauss
2 LU
3 Cholesky

0. INTRODUCERE

Sistemele de ecuatii liniare apar in modelarea unor probleme stiintifice, precum si in
metodele numerice de rezolvare a acestora. Exemple: sisteme de ecuatii neliniare,
aproximarea functiilor, probleme la limita pentru ecuatii diferentiale, ecuatii cu

derivate partiale, optimizare, etc.

Gasirea solutiei unui sistem de ordin mare (sau inversarea unei matrici de ordin

mare), poate fi o sarcina dificila in practica, datorita:
(1) Numarului mare de operatii aritmetice necesare pentru gasirea solutiei.

(2) Erorilor propagate, intr-un sir lung de operatii cu numere reprezentate in virgula

flotanta.

Dificultatea (1) face nepractica rezolvarea manuala, iar (2) este inerenta in utilizarea

calculatorului.

Analiza unei metode cuprinde problemele:

- Numarul de operatii aritmetice necesare pentru a gasi solutia.

- Estimarea, Tnainte de calculare, a preciziei solutiei (estimarea a priori a erorii).
- Verificarea preciziei solutiei calculate (estimarea a posteriori a erorii).

Problemele practice se pot clasifica dupa ordinul sistemului (numarul de ecuatii) si

tipul matricii sistemului. Matricea sistemului se zice densa, daca majoritatea
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elementelor sale sunt diferite de zero, i rara — daca majoritatea elementelor sunt

zero. Astfel, avem categoriile:
I. Sisteme de ordin moderat, cu matrice densa:

Acestea se rezolva in memorie, si ordinul sistemului este limitat numai de memoria
disponibilad. Uzual, ordinul sistemului poate ajunge la sute de ecuatii. Majoritatea
algoritmilor se bazeaza pe eliminarea Gauss, cu variante pentru clase speciale de

matrici.
I1. Sisteme de ordin mare, cu matrice rara:

Asemenea sisteme pot ajunge la sute de mii de ecuatii. Eliminarea Gauss nu mai este

convenabila, si se utilizeaza metode iterative.
[11. Sisteme de tip Il — rezolvare prin utilizarea de fisiere disc

Memoria fiind insuficientd, se folosesc figiere pe disc pentru generarea §i procesarea
matricii. Lucrul cu matricea sistemului se face pe ‘blocuri’: de exemplu, matricea este
generata pe disc; succesiv, blocurile sunt citite, procesate in memorie $i rescrise pe
disc. Un exemplu este cel al sistemelor cu matrice banda simetrica, sisteme care apar

in problemele de analiza statica a structurilor m

Un sistem de ordinul n se va nota prin:

a, X, +a,X, +...+a,X, =h

1n*n

Ay X +a,X, +..+a,X, =b

n

Matriceal, sistemul se scrie:

Ay e e A || X b,
Ay e e Ay || _ b, )
Ay e e Ao |l X, b,

Sau:

Ax=b, (1)
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n care A este matricea sistemului (n x n), iar X si b vectorul necunoscutelor si,

respectiv, vectorul termenilor liberi (matrici coloana cu n elemente):

A=la;] X =[x .. %, 1", b=[b, ...b,J"

i,j=Ln

l. METODE DIRECTE
1 Metoda Gauss

1.1 Metoda

Sistemul dat se transforma in sistemul echivalent Ux =g, cu matricea U superior

triunghiulara (v. ecuatia (2), mai jos), cum urmeaza. Sistemul dat (1) se noteaza
Ay —p®

La pasul curent k (k =1, 2, ..., n—1), sistemul este

A¥x=p®,

Se lucreaza cu liniile i =k, ..., n, din A% si b® _ (Liniile 1, ..., k —1, procesate
anterior, riman neschimbate). Concret, se opereazi cu sub-matricea A% (k : n, k : n)

si sub-coloana b™ (k : n) atermenilor liberi.

40 40 &) ®
ay a5 ... Ay : : a,
(2 (2) (2)
0 a,; ... a, . . a,.
0 : .
(k-1) (k-1)
k-1,k-1 ' ' a‘k—l,n
A¥=10 . ... 0 aY . a . al [x(my);
e \
(k) (k) (k)
o oo A | ©d
10 0 .. 0 aly ... al) ]
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b® = b® " |x(-m,)

b | ®

Elementul diagonal a{y se numeste pivot (la pasul k). Presupunem a$” =0 — v. mai
jos pivotare, si definim multiplicatorii de la pasul k:
ai

()
akk

m, = I=k+1...,n

Pentru i =k +1,..., n: linia k se inmulteste cu —m,,, si se aduna la linia i. Rezulta
elemente nule in coloana k, sub elementul diagonal a(. Linia k rimane neschimbata.

Noii coeficienti si termeni liberi vor fi:

(D) _ 00 _ 0. i
a¥? =a® —m, -al; j—k+l,...,l‘\} kel

(k+1) _ (k) (k)
bi - bi — My 'bk

La pasul n se noteaza, pentru convenienta, U =A™, g=b" sisistemul devine

Ux =g. Explicit:

u, . . o, | Ix ] T9,]

0 u, . . . Uyl X g,

0 0 uy U || X - g.k @)
| 0 0 u.nn_ _x.nj _g.n_

Observati ci u, =ag’ .

Acest sistem se rezolva prin substitutie Tnapoi:
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. =9
unn
n
9 ~ _Z“kj "X
X, = Joed . k=n-1n-2..,1
ukk
|

1.2 Factorizarea (descompunerea) LU

Multiplicatorii m, (unde i =k +1,..., n) din eliminarea Gauss, se pot retine pentru a

rezolva AX =b cu diferiti termeni liberi b. Introducem atunci, matricea inferior-

triunghiulara (cu 1 pe diagonala, si multiplicatorii m,, n sub-coloanele k +1:n):

1 o . . . 0
m, 1 0 0
L my, my, 1 0 0 @)
1
_mnl ng ' ' mn,n—l 1_

Avem urmatoarea propozitie:

Propozitia 1

Daci, in eliminarea Gauss, la fiecare pas k pivotul a$’ =0, atunci A=LU m
L este matricea inferior triunghiulara a multiplicatorilor (3), iar U matricea superior

triunghiulara din (2) m

Consecinta — Calculul determinantului:

Daci la fiecare pas k pivotul a(’ # 0, atunci:
det(A) =Upp Uy o Uy
Observati ci u,, =a(’, astfelcd valoarea determinantului este produsul pivotilor m

Tntr-adevar: det(A) = det(L) - det(U), iar det(L) =1.
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Pentru calculul determinatului in cazul cand se schimba liniii in matricea A (Se

pivoteaza), v. mai jos.
1.3 Numar de operatii

Pentru n = ’mare”, numarul de operatii in eliminarea Gauss este:

nS

NOP ~—

Guass
3

(Operatie = adunare sau scddere; in calcule, acestea sunt urmate de obicei de o

inmultire sau impartire.)
[

1.4 Pivotare

La fiecare pas k, pivotul al’ = 0 apare la numitorul multiplicatorilor m, . Astfel,

avem conditiile:
Pivotul nu trebuie sa fie nul, si nici ”foarte mic”:

- Daca pivotul este nul, eliminarea Gauss nu poate continua. In acest caz, matricea
este singulara.

- Daca pivotul este ’foarte mic”: rezulta multiplicatori m,, mari, iar erorile de
rotunjire in valoarea lui m,, conduc la erori mari in calculatiile urmatoare.

Matricea este “aproape singulara”.
Practic, se testeaza daca pivotul este mai mic decat un prag ales.

V. Exemplul de mai jos.

Procedeul de alegere a unui pivot = 0 se zice pivotare. Aceasta consta in:

- Cautarea elementului de modul maxim, in sub-matricea cu liniile si coloanele
K,...,n;

- Aducerea lui pe pozitia de pivot — pozitia (k, k) — prin schimbari de linii, sau

schimbari de linii si coloane.

Schimbarea de linii din A, se face si in vectorul b.
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Daca pivotul este mai mic decat pragul, eliminarea Gauss se opreste.

Strategii de pivotare:

1) Pivotarea partiala:

Se cauta elementul de modul maxim in sub-coloana a(k : n,k). Acesta devine pivot,
aducandu-1in pozitia (k, k). Fie pivotul gasit in linia | > k. Daca pivotul este mai

mare decat pragul si | >k , atunci se schimba liniile k si | (in A% siin b®).

i L al k) b (k)

: ) N0
al .o b® |(1)
a9 . Al b |

2) Pivotarea completa:
Se cauta elementul de modul maxim Tn sub-matricea a(k : n, k : n) . Daca maximul
este atins pentru linia 1 >k sicoloana J >k, atunci se permuta liniile K si | si

coloanele k siJ-Tn A, siliniileksil-Tnb m

al . al (k) b® (k)
: R0 17
al .| b | (1)
a® .. b
k) < @)
Observatii

- Prin pivotare rezulta, la fiecare pas, multiplicatori de modul < 1:

Im, <1, i=k+1..,n.
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Acesta previne generarea in A®™ | de elemente de marime foarte diferita, care ar

putea duce la erori de pierdere de semnificatie.

- La pivotarea completa, datoritd permutarii de coloane, ordinea necunoscutelor se

schimba. Ea trebuie refacuta la sfarsitul eliminarii.

Teoretic, pivotarea completa duce la o precizie mai mare a solutiei; in practica insa,
diferenta este mica fatd de pivotarea partiald. In plus, pivotarea completa cere mai
mult timp-calculator. Din aceste motive, majoritatea algoritmilor utilizeaza pivotarea
partiala. In ceea ce urmeazi vom considera numai pivotarea partiald, numiti pe scurt,

pivotare m

Observatie

Daca nu se pivoteaza, atunci avem LU = A (Propozitia 1).

Daca se pivoteaza, atunci avem LU = A’, unde A’ =PA, iar P este o matrice de
permutare de linii. Matricea A’ se obtine din A, permutand liniile in aceeasi ordine in
care se permutd la pivotare. Sistemul care se rezolva este A'X=Db', unde b’ este b

cu liniile permutate Tn ordinea de la pivotare m

Calculul determinantului:

Determinantul matricii A"'=LU este det(A") =u,,u,, ... U,,.

Determinantul matricii A va fi

det(A) = (-1)"-' det(A"),

unde n_I este numarul de schimbari de linii in cursul pivotarii.
n

Exemplu — Pivot ”foarte mic”

Consideram sistemul Ax =b, unde:

5 6 -1 1
-10 -11
A= , b= 11 1]
2 2 1 6
4 2 3 4
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Tn calculul exact, A este singulard. Rezolvand in simpli precizie, cu programul Gauss

2007, cu un prag de 1E —7, se obtin urmatoarele rezultate:

Permutare, Pivot:

1 5.000000
2<->4 -2.800000

3 0.8571427

4 9.5367432E-07

* Solutia pentru termenii liberi nr. 1

x (1) = 7340030.
x(2) = -7340031.
x(3) = -6291456.
x (4) 1048576.
* Proba
Diferente (A*x-Db)
1 -1.000000
2 0.5000000
3 -2.000000
4 -5.000000
Diferenta (A*x-b), maxima in modul: -5.000000 ; ecuatia 4
Adica, solutia nu verifica, si este inutil a o calcula.
Erorile in solutie sunt produse de pivotul de la pasul 4, care este “foarte mic”.
Cu un prag de 1E — 6, programul se opreste cu mesajul:
Linia 4: Pivot = 9.5367432E-07

* Pivot <1.00E-06 !
* Sistemul nu se poate rezolva.

In calculul in dubli precizie, pivotul din linia 4 rezulti 0.000000000000000.
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2 Descompunerea LU

2.1 Calculul direct al factorilor L si U

Problema este calculul direct al factorilor L si U, astfel ca A=LU .

Elementele lui L si U se gésesc din ecuatiile a; = linia i, xcoloana j,:

: min(i, j)
a.: :[Iil Ii2 e I O e 0] u.. = zlikukj
0 =)

Tn particular, inmultind linia i din L cu coloana i din U, rezulta:
i—
qQ; = Zlikuki +Iiiuii
k=1
Exista o neunicitate a descompunerii LU, care provine din alegerea arbitrara a lui |,

sau u;,i=1, ..., n. Douad metode se pot considera:

i
l;, = arbitrar = 0;

u;, = arbitrar = 0.

Prezentdm, pentru exemplificare, formulele generale pentru prima metoda.
I, = ales arbitrar (nenul), i=1,2,..,n

aQ; — Iik 'ukj
u=—>*- j=i i+l ...n (@)

Daca u; #0, i =1,n-1, rezulta:

aji _zljk Uy

I k=1

SRR = R PSR (b)
u

i-1
i
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Elementele lui L si U se determina in urmatoarea secventd, conform schemei de mai

jos (se calculeaza elementele din linia i din U, si coloana i din L).

Tn particular, la i = n, se calculeazi numai u_, - din (a).

Numirul de operatii este acelasi ca in eliminarea Gauss (~ n*/3).

Doua metode se utilizeaza in practica:

l. =1... Metoda Doolittle (descompunerea LU revine la cea din eliminarea

Gauss).

u. =1... Metoda Crout.

Posibilitatea descompunerii LU

Propozitie

Descompunerea LU exista daca si numai daca toate sub-matricile principale

A@:il:i), i=1,n-1 sunt nesingularc m

2.2 Pivotare la descompunerea LU

Pivotare partiala: A pivota in descompunerea LU inseamna ca, la fiecare pas i, sa
cautm pivotul u,; incoloanaia lui A, in liniile i,i+1, ..., n, si apoi s permutam
doua linii.

Pivotarea trebuie facuta inainte de calculul elementelor lui U si L. Adica, pivotul uj

trebuie calculat si testat Tnainte de aplicarea formulelor (a) si (b).

Pentru metoda Doolittle, pivotul este dat de (cf. a):
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i-1
Ui = q _Zlik “Ug

k=1

Asa cum s-a aratat la metoda Gauss, trebuie pivotat si daca pivotul este foarte mic.

Practic, se testeaza daca pivotul este mai mic decat un prag.

Observatia de la pivotarea in eliminarea Gauss se aplica).

Determinantul matricii A (in metoda Doolittle) este
det(A) = (-1)"' u,U,, ... U,
unde n_I este numarul de schimbari de linii in cursul pivotarii.

2.3 Metoda

Rezolvarea sistemului prin descompunerea LU, consta in pasii:

1. Factorizare A =LU, cu pivotare partiala. A =L
2. Rezolvarea sistemului Ly =b, prin
e A - L y| =1|b
substitutie inainte; rezulta y. .
3. Rezolvarea sistemului Ux =y, prin
X| =Y
substitutie inapoi; rezulta X.

Observatii

- Legatura cu eliminarea Gauss este y = g.

- Pentru noi termeni liberi b, se repetd numai pasii 2, 3 (n” operatii suplimentare

pentru fiecare b)

- Numirul de operatii este acelasi ca in eliminarea Gauss (= n®/3).
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3 Metoda Cholesky

Metoda Cholesky se aplica pentru un sistem cu matrice simetrica si pozitiv definita.

Simetrie: AT=A < a;=a; i j=1n

ij i

Definire pozitivi: Yx#0 X AX = ZZa.. X;X; >0
i

3.1 Proprietati ale matricilor simetrice si pozitiv definite
Pentru 0 matrice pozitiv definita, au loc proprietatile:
(1) Matricea este nesingulara.

(2) Elementele diagonale sunt pozitive: a,, > 0. Mai mult, sub-matricile principale

sunt pozitiv definite.
Urmeaza ca a,, poate fi luat ca pivot in eliminarea Gauss, la pasul 1.
Pentru 0 matrice simetrica si pozitiv definita, au loc si proprietatile:
(3) Sub-matricile A® (k:n,k:n), k=>2, rezultate din eliminarea Gauss sunt
simetrice si pozitiv definite.
De aici, rezulti ci existd pivoti al’ >0, la fiecare pas k.
(4) Valorile proprii ale lui A sunt reale si pozitive.

Mai intai, se arata ca daca A este simetrica, valorile proprii sunt reale — v. Cap. 5.
Apoi, fie 4 o valoare proprie si X vectorul propriu asociat, atunci Ax = AX.
Inmultind la stAnga cu X' si tindnd cont de definirea pozitiva a matricii A, rezulta

Ax'x >0, din care urmeazi ci A este pozitiv.

Observatie

Reciproc, daca A este simetrica si valorile proprii sunt pozitive, atunci A este pozitiv
definitd. Demonstratia cere rezultate de algebra matriceala care sunt in afara scopului
acesui paragraf. V. de exemplu, R. Bellman, “Introducere in analiza matricealda”, E.T.,

Bucuresti, 1969.
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(5) Determinatul matricii este pozitiv. Mai mult, toti determinatii principali sunt
pozitivi.

Tntrucat determinatul matricii este det(A) = 4, 4,...4, - v. Cap. 5, urmeazi ci avem

det(A) > 0. A doua afirmatie decurge din faptul ca sub-matricile principale sunt si ele

pozitiv definite — conform Proprietatii 2.

Observatie

Reciproc, dacd matricea este simetrica si toti minorii principali sunt pozitivi, matricea

este pozitiv definita. Pentru demonstratie — v. Wilkinson-2.
Cu aceasta, rezulta:

Daca A este simetrica, o conditie necesara si suficienta ca A sd fie pozitiv definita,

este ca tofi determinatii principali sd fie pozitivi.
[

3.2 Metoda Cholesky

Propozitie

Daca A este simetrica si pozitiv definita, atunci exista descompunerea

A=LLT, 1)

unde L este o matrice inferior triunghiulara, cu elemente diagonale pozitive.

[

Cu alte cuvinte, Tn descompunerea LU se poate alege U = L. Notand

S=LT,

unde S este superior triunghiulara, avem si descompunerea

A=STS (2)

Cele doua forme (1) si (2) reprezinta aceeasi descompunere, luand ca referintd una

sau alta din cele doud matrici triunghiulare. Ele sunt ilustrate mai jos. O desemneaza

elementele nule.
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(s") (S)

Exemplu — Evaluarea lui L, pentru n = 3:

a‘11 a‘lZ a‘13 Ill 0 0 Ill |21 I3l
a21 a22 a23 = I21 |22 010 |22 |32
a31 a32 a33 |31 |32 |33 0 0 |33

Ecuatii: Lucram cu triunghiul inferior al lui A, luand elementele pe coloane:

2
a; = |11 y Ay = |21 ’ |11, a;; = |31 : |11

2 2

a,, = I21 + I22 v 83 = |31 ’ |21+ |32 '|22
2 2 2

Ass :|31 +|32 +|33

Rezulta elementele lui L, pe coloane:
. aZl a31
I11:\/a111 |21:_' |31:_-

27\1/2.
|22 = (azz _|21 ) ) |32 =

2 2\1/2
|33 = (a33 _|31 _I32 )

Analog, se poate lucra cu triunghiul superior al lui A si determina elementele lui L,
pe linii.

Exempu numeric:

1 2 3
A=|2 13 18]; L
3 18 50

I
w N -
A wWw O
o1 O O
|
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Pasii rezolvarii sunt aceeasi ca la descompunerea LU, anume:

- CumatriceaL (unde U=L"):

1) Factorizare (descompunere): A=LLT
2) Substitutie inainte (rezulta y): Ly =b
3) Substitutie inapoi (rezulta X): L'x=y

- CumatriceaS (unde U=S; L=S"):
1) A=S'S
2) S'y=b

3) Sx=y

3.3 Numairul de operatii

Numarul de operatii (adunari/scaderi), pentru n = ‘mare’, este

n3

NOPChoIesky ~ E

Acesta este cca. ¥ din numaérul de operatii cerute eliminarea Gauss (sau LU).
(In afara de aduniri/scaderi, se mai calculeazi n radicini patrate.)
Alte avantaje, n raport cu descompunerea generala LU:

- Matricea A fiind simetrica, se poate stoca numai triunghiul inferior (sau superior),

cerand numai 1 n(n+1) locatii de memorie. In aceste locatii se stocheaza

matricea L (sau S).

- Nu este necesara pivotarea — conform proprietatilor (2, 3).
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Observatie

Radacinile patrate — care consuma timp-calculator — pot fi evitate printr-o usoara

modificare a descompunerii LU, si anume: cautam o matrice inferior triunghiulara

L cul pe diagonala, si o matrice diagonala D, astfel ca:

A=LDL

Tntr-adevar: dacd avem A =LLT, fie L matricea obtinuta din L punind pe
diagonala I, =1 (inrest, I, =1, ), si D' = diag(l;). Avem L =LD', si
LLT =LD'D'L". Astfel, matricea D = D'D’ = diag(12) .

Aceasta factorizare se poate face cu aproximativ acelasi numar de operatii ca in

metoda Cholesky, si fard calcul de rddacini patrate m
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