CURS 5
INTERPOLARE POLINOMIALA. DERIVARE NUMERICA.

|. Interpolare polinomiala

1. Derivare numerica.

INTERPOLARE POLINOMIALA

1 Introducere
1.1 Polinomul de interpolare

Problema: fie o functie f, cunoscuta prin valorile ei pe (n+1) puncte distincte x;, ca

in tabelul urmator:

X Xo X, X, X

f | f, | f, | f, |- | f,

Punctele x; se numesc noduri si s-a notat f. = f(x),i=0,n.

Se cere sa se gaseasca un polinom p, de grad cel mult n, care sa coincida cu functia f

pe nodurile X; (sau, al carui grafic sa treaca prin punctele (X;, f;)), adica:
pn(xi)zfi' i=0,_n (0)

Se zice ca p, este polinomul de interpolare al functiei f, pe nodurile date. Un prim

rezultat este dat de urmatoare propozitie:

Propozitia 1

Polinomul de interpolare (al functiei f, pe n+1 noduri) exista si este unic m

Demonstratie.
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(1) Existenta: Existenta se poate proba construind efectiv polinomul (aceasta se va
face in paragrafele urmatoare). Aici, procedam prin inductie asupra lui n: pentru

n =0, ludm ca polinom p, functia constanta p,(x) = f,. Fie atunci p, , polinomul de
interpolare pe nodurile x,,...,X, ,,adica p, , estede grad <k -1, si

pk—l(xi) = fi’ i :m- (*)
Definim:

Py (x) = pk—l(x) +C (x— Xo) (X = Xk—l)

Este evident cd p, satisface conditiile (*), si atunci determindm c, astfel ca sd avem
si

P (%) = T,

Se obtine ecuatia

fk = pk(xk)+ck(xk _XO)"'(Xk _Xk—l) (%)
n care, coeficientul lui c, este diferit de zero, nodurile x; fiind presupuse distincte.
Cu aceasta, existenta lui p, este demonstrata.

(2) Unicitatea: Fie p, si g, doua polinoame de interpolare ale lui f, unde p, # q, .
Consideram atunci polinomul r, = p, —q,: r, este de grad cel mult n si avem
r(x)=0,i= 0,n, adica r. are (n+1) radacini. Contradictia demostreaza unicitatea
lui p,m

Observatie

Dupa demonstratia (1), rezultd ca polinomul de interpolare are forma
P (X) = Co +C (X = Xg) +... 4+ C (X=X ) -+ (X = X 4) 1)
unde ¢, = f, si ¢, rezulta din (**). Acesta este forma Newton a polinomului de

interpolare. O expresie explicitd a coeficientilor ¢, se va da in 3. Alte constructii ale

polinomului de interpolare, duc la alte forme ale acestuia — v. 2. Propozitia 1 arata ca
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polinomul de interpolare este unic determinat, adica: indiferent de forma sub care este

dat p,, daca acesta este desvoltat in forma p,(x) =a, +a,x+...+a,x", coeficientii

a, vor fiaceeasi m

Din punct de vedere practic, polinomul de interpolare serveste la aproximarea valorii
functiei f, pe un punct x care nu este nod. Problema interpolarii polinomiale se poate

pune, mai general, astfel: cunoscand valorile functiei f si derivatei f'(sau derivatelor

pana la ordinul k) pe noduri, sa se determine polinomul care coincide cu functia si
derivata (derivatele), pe nodurile date. Aceasta conduce la polinomul de interpolare al

lui Hermite sau polinomul osculator.

Pe langa problema aproximarii functiilor, polinomul de interpolare intervine in multe
alte probleme de analiza numerica: formule de cuadratura (calculul numeric al

integralelor), derivare numerica, metode numerice pentru ecuatii diferentiale, etc..

1.2 Formula de interpolare (cu rest)

Definim formula de interpolare prin

f(x) = p,(x) + R, () )
in care R, (x) este restul formulei. Conform definitiei lui p,, avem:
,(6)=0,i=0n 3)

In ceea ce urmeaza vom considera evaluarea restului pe un punct X care nu este nod.

Introduce urmatorul polinom care va servi si in paragrafele urmatoare:
n

@, (X) = (X=X )(X = %) ... (x=%,) = [ T (x = %) (4)
i=0

Cu acesta avem:

Propozitia 2

Fie functia f definita pe un interval [A, B] si avand derivata de ordinul (n+1) Tn
[A,B], si p, polinomul de interpolare pe nodurile distincte x, € [A B], i =0,n . Fie
inca, x €[A/B] si a=min(X,,...,X,,X) si b=max(X,,...,X,,X) . Atunci:
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A& a<<&<b,astfelca

_ a)n(x) (n+1)
R,(X) = D) F2(8), ()

unde @, (x) este definit de (4) m

Observatie

Dacid f ™ este marginiti in [A, B], fie | f ™" (x)|< M, ,,, rezultd marginea erorii

reprezentdrii functiei prin polinomul de interpolare, sub forma:

| £0) =P, (¥) |< G M [(X) |

In particular, daci a si b au semnificatia din enunt, eroarea se poate margini prin:
| ()= o () < Gl Mpa (b —2)™

[

1.3 Polinomul de interpolare Lagrange

Cautam polinomul de interpolare sub forma
P, (X) = flo(X) + f L (X)+...+ f 1 (X) = Z fil;(x) (6)
j=0

in care I; sunt polinoame de grad < n, care depind de nodurile x; dar nu depind de

£ i

ﬁ . Intrucét se cere ca p,(%)="1,, 1= ﬁ , rezultd ca trebuie s avem
I, (%) =9, i=0,n, (7)

unde &; este simbolul Kronecker. Pentru i # j rezullta ca |; are ca radacind pe X, si

atunci, forma polinomului |; va fi
I (X) =c(X=Xg) ... (X=X )(X=X; 1) ...(X=X,) =C———, (8)
unde @, (x)este definit de (4).
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Punand conditia (7) pentru j =i, rezultd 1=c H (X; —X), sau

i=0,i%]

1.(x) = ﬁ (X=x) )

i0,i-; (X; = X;)

n
Scriind @, (X) = (X = X;) H(x —X;), derivand n raport cu X si punand X = X,
i=0, i#]
rezulta

o106) = T10 - %). (10)

i=0,i#]

Cu aceasta, forma (8) a polinomului I; se mai scrie:

_ a)n(x)
0 e -

iar polinomul Lagrange ia forma explicita

n f.
P (0= @) (12)

i @, (X;) (X=X;)

Observatii

1) Polinoamele |; se numesc polinoamele fundamentale de interpolare. Polinoamele

fundamentale satisfac identitatile:

n (X)L (x) =x*, k=0,n (13a)
jzo J J
n 1.(x)=1 (13b)

Relatia (13a) rezulta astfel: consideram functia f(x) = x*, 0 <k <n; polinomul
P, (X) = x* este de grad < n si coincide cu functia pe noduri; conform unicitatii,
urmeaza cd p, este polinomul de interpolare; atunci, (13a) rezultd din (6). Relatia

(13b), este (13a) cu k = 0.
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2) Fie F mulfimea functiilor definite pe un interval care contine nodurile X;, i = o,n.

Polinomul de interpolare sub forma lui Lagrange este dat de
Pa () = (L, F)(X) (14)

unde L, este operatorul definit (pe mulfimea F) de
L f=> fil, (15)

Se verifica imediat, ca operatorul L, este liniar, adica, pentru f,geF si o, f R,

avem:

L, (of +3) =a(L, f)+ B(L,9) (16)
In particular, daci f este un polinom p, de grad k <n, avem:

L. Py = Py (17)
Relatia (17) rezulta din unicitatea polinomului de interpolare.

Exercitiu: probati (17) tinand cont de (13a) si (16).

2 Diferente divizate si polinomul de interpolare Newton

2.1 Diferente divizate si polinomul Newton cu diferente divizate

Consideram expresia (1) a polinomului de interpolare, si definim polinoamele
QO(X) =1, ql(x) =X—=Xp, qz(x) = (X_ Xo)(x_ Xl) LRERE

sau, in general,
k-1 o

W) =L q)=]](x-x), k=Ln (18)
i=0

Observatie: pentru k> 1, avem q, = @, ;, unde @, este definit de (4).

Polinomul de interpolare sub forma Newton se scrie atunci:
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5. (0 = 6,0 (%) (18)

Coeficientul ¢, se numeste diferenta divizata de ordinul k (a functiei f, pe nodul x, )

si se noteaza cu
o = fIx I C = F[Xgs Xpsever X, ], k> 1.

Cu aceasta, expresia (18) a polinomului de interpolare se scrie

5, (0 =3 F[%, Xy %, 10 (¥) (19)
sau explicit:

P, (X) = F(Xg) + (X = Xo) F[Xgs X ]+ (X = X )(X = %) F[Xg, X, X, ]+

(19)
+(X=Xg) ... (X=X, 1) F[Xgs--0s X, ]

Pentru a gasi expresia explicita a diferentelor divizate, proceddm cum urmeaza:

polinomul de interpolare fiind unic, egalam coeficintul lui X" din formele (19) si
(12). Rezulta:
n f.

cn=f[xo,xl,...,xn]:zw,(’x_) (n>1) (20)

Reamintim cd @, (X;) este dat de (10), fiind produsul factorilor (x; —x;), pentru
i=j,i=0,n.
O formula a restului:

Sa consideram (k+2) noduri X,,...,X,, X, - Formula (18) devine:

1y P4l

n+1

pn+1(x) = zcqu (X) = pn (X) + Cn+1qn+1(x)

Pentru x =X,,, avem p,.,(X,.;) = f(X,.,) si, utilizand si q,,, = o, , rezulta:

f (Xn+l) = pn (Xn+l) + Cn+la)n (Xn+l) '

incare c,,;, = f[X,, X;,..., X, X,,1] - Notdm acum x in loc de x,,,, si obtinem:

n+l>
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F(X) = Py (X) = FDXgre s Xy, X, (X) (21)
care da o alta forma a restului in formula de interpolare.

2.2 Proprietati ale diferentelor divizate

O serie de proprietati ale diferentelor divizate se dau in propozitiile care urmeaza.

P1 — Simetrie
Diferenta divizata este o functie simetrica de argumentele sale m

Adica, considerand o permutare (i,...,I,) a numerelor (1, ..., n), avem:

fI% 0% 1= F[Xo,- 0 X, ]
Acesta rezultd imediat din (20), {indnd cont cd @'(X;) este invariant la o permutate a
lui (1, ..., n).

P2 — Formula de recurenta

Avem formula

FIX e X 1= FIXgse ey X4 ]
Xn_XO

f[Xgs--s X, 1=

<1 N\p

(22) m

Consecinta 2.1 - Calculul practic al diferentelor divizate:

Notand nodurile cu x;,X;,y,...,X;,,, (22) devine:
FIXre s Xl = FIXGes X ]
Xiin — X

J+n J

f[x X ..]=

j,..., j+n

(22)

si f[x;]= f;. Utilizind notatia simplificata f;,, .. = f[X;,X.;, ....X;,] (21) se

scrie:

I e P B I O | "
fj jHl... j+n T (22 )
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LTl (3} g oot T,
- ' 123 ’
Xy = Xo X3 =X

3 f _ f123_ f012 .
0123 — )
X3 = Xy

Etc.

Diferentele divizate se pot aseza in urmatorul tabel — exemplu pentru 4 noduri:

XO fO f01 f012 fOlZS
Xl fl f12 f123

XZ f2 f23

X, f

3 3

Primele doua coloane sunt datele problemei. Coloana a doua reprezinta si diferentele
de ordinul 0; diferentele de ordinul 1, 2, 3 sunt in coloanele 3, 4, 5. Tabloul are

structura triunghiulara: datele nu permit calculul diferentelor f; ;. cuj+n =4 (care

implica nodul X, ). Polinomul de interpolare Newton, pentru exemplul din tabel, este:
X) =

p.(0) -

fo + For(X=X0) + For (X=X )(X = X;) + Fo105(X = X )(X = % )(X = X;)

astfel ca coeficientii lui se gasesc in prima linie din tabel (incepand cu coloana 2).

Pentru calculul practic al coeficientilor polinomului Newton, notam coeficientii ca in

tabloul de mai jos, unde indicele j corespunde nodului, iar indicele k ordinului

diferentei:

XO COO COl COZ COS

Xl C10 Cll ClZ (24)
X2 C20 CZl

X3 CSO

Corespondenta este:

Cy = fjj+l“.j+k (24"

Cu aceasta, (23) se scrie:
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p4(X) = '
(23)
Coo + Co1 (X —Xp) + Cop (X = X )(X = X ) 4 Coa (X = X )(X = X, )(X = X;)

Coeficientii ¢ se calculeaza prin recurentd, cu formula care deriva din (21") i (24'):

Cj+l,k—1 _Cj,k—l

Xjrk = Xj

Cjk =

Un program Fortran care implementeaza calculul coeficientilor si a valorii

polinomului pe punctul z, este dat in ANA/Interpolare/Newton.

[
Exemplu

Consideriam tabelul (23) pentru diferentele functiei f(x) = (x—1)* pe nodurile

{-1,0,1, 2}:

-1 -8|7 -3 1
0O -1/1 0O
1 0|1

2 1

Polinomul de interpolare (22") este
P, (X) =-8+7(x+1)—-3(X+)x+(Xx+Dx(x—-1).
Se verifica imediat ¢4, p,(X) =(x—1)° m

Propozitia 3 — Proprietatea de medie

Fie X,,..., X, , (k+1) puncte distincte, [a,b] intervalul minim care contine aceste
puncte, si functia f definita pe [a, b] si avand derivata de ordinul Kk, continua in (a,b).

Atunci, exista un punct & =&(X,,..., %), & €(a,b), astfel ca

£9() 5)

f[Xgs--n X 1= k'
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Demonstratie:.

Egaland resturile din (21) si din (5) — Propozitia 2, obtinem:

6

f[Xgs.- X, X] = (n+1)!

incare & € (a,b) sidepinde de x side X,,..., X, . P3 rezulta punand n = k-1 si x = x,

Consecinta 3.1 — Diferenta divizata pe puncte confundate

Daca f este definita pe [a, b] si are derivata de ordinul k continua in (a, b), atunci
VX, Xg,--- X, € (a,b)

f (k)(x)

k! (25"

lim  f[x,,....X]=
L XX

X0

Cu X,,..., X, = X, rezulta ca avem si & — X, unde ¢£ este definit in P3 m

Din (25") rezulta ca, in ipotezele din Consecinta, putem scrie:

_ f(k)(x)
k!

fx X,...,X]
k+1

(26)

Aceasta formula constituie definitia diferentei divizate pentru cazul in care punctele

toate punctele x, sunt confundate —v. 3.3.

Propozitia 4 — Formula Hermite — Gennochi

Daca f are derivate continue pana la ordinul n inclusiv, pe intervalul (a, b) care

contine nodurile distincte X,,..., X, , atunci

FXo X 1= oo [ F O (%o +. X, )ty .t (27)
Sn
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incare S, este simplex-ul:

S, :{(to,tl,...,tn)eR””Hi >0,)'t, =1} (27
i=0

Demonstratia se face prin inductie asupra lui n — v. Atkinson (1978), Kincaid &
Chenney (1996).

2.3 Extinderea diferentelor divizate la puncte non-distincte
Relatia (27) constituie o alta reprezentare a diferentelor divizate, care poate fi luata ca
definitie a acestora. Aceasta coincide cu definitiile date anterior, in cazul cand

punctele x,,..., X, sunt distincte. Extinderea consta in faptul ca, odata cu definitia

(27), argumentele pot si nu mai fie considerate distincte. Intrucét integrandul in (27)

este o functie continud de argumentele X,..., X, rezulta ca si diferenta divizata din
membrul I va fi o functie continua de aceste argumente. Astfel, avem:

Consecinta 4.1
Fie f continui si avand derivata f ™ continua pe [a, b]. Fie X,,..., X%, k<n,
continute in [a, b] si considerdm diferenta divizatd f[Xx, ..., X, ] definita de (27)
pentru n = k. Atunci:
Diferenta divizata f[X, ...,X,] este o functie continud de argumentele X,..., X,

(dintre care unele pot coincide), si care se reduce la definitiile anterioare in cazul

argumentelor distincte m
Propozitia 3 de mai sus, poate fi generalizata la cazul argumentelor non-distincte:

Consecinta 4.2
Daci f are derivata ™ continui pe [a, b] si X,,..., X, €[a,b], nefiind Tn mod

necesar distincte, atunci

()
f[xo,...,xn]:fT!('ég)
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unde min(X,,...,X,) <& <max(X,,...,X,) ®

Demonstratia se face pe baza teoremei de medie a integralei definite si relatiei (25) —

v. Isaacson & Keller (1965). In particular, se regiseste (26) m

Reprezentarea (22) — Propozitia 2, a diferentelor divizate, se extinde la cazul

punctelor non-distincte, prin:

Consecinta 4.3

Daci f are derivatid f™ continui pe [a, b] si X,,..., X, €[a,b] (nefiind in mod

necesar distincte) si X € [a,b], x fiind distinct de oricare x,, atunci:

o fDox X T = TG X X ]
X=X,

FIX, Xgyeer X, ]

Vezi alte proprietati in Isaacson & Keller (1965).

3 Interpolare pe noduri echidistante. Formule cu diferente finite.

3.1 Diferente inainte si polinomul Gregory-Newton

Consideram sirul de noduri echidistante cu pasul h > O:

Xj =X, + jh, j=0,+1+2,... (28)
unde X, este un nod fixat arbitrar.

Definim diferenta inainte (progresiva), a functiei f pe punctul x cu pasul h, prin:
Af (x) = f(x+h)— f(x) (29a)

Operatorul A definit de (29a) se zice operatorul diferenta inainte (mai general, daca se

face referire explicita la pasul h, operatorul se noteaza A, ). Pentru r intreg, r >0,

definim diferentelele de ordin superior prin formula de recurenta:

AL (X) = AT (AF (X)) = A" F (X +h) — A" f (%), (29h)
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unde A°f =f si A'=A.
Exemplu:
N F(X)=Af(x+h)—Af(x) = f(x+2h)=2f(x+h)+ f(X)m

Pentru nodurile echidistante (28), notam

f,=f(x;)=f(x+ jh) (30)
siavem:
Afy=f,—f, A7 =A(Af). (30)

In particular, exemplul de mai sus devine: A*f, = f,,, —2f, , + f,. Observdm ci

diferenta A" f

J implica nodurile X i X

j1r -1 X, - Se verificd imediat cd A" este un

operator liniar, adica

A(df; + ;) =aN T, + N g,

pentru oricare doua functii f, g si orice scalari «, f. Se verifica de asemenea ca avem:
A (AN fj) =N (A fj) =A" fj.

Proprietati ale diferentelor

P1 — Expresia diferentei de ordinul r

ATE(X) =i(—1)k(l:jf[x+(r—k)h] (31)

r _ _
unde (k} = r(r 1)k('r k+1) este coeficientul binomial m

Demonstratia se face prin inductie asupra lui r. Sau, prin observatia ca diferenta este o
combinatie liniara de valorile functiei f pe nodurile x +ih, i =0,r, cu coeficienti

care nu depind de f: se particularizeaza atunci f, luand f (x) =e*. Exercitiu!

Observatie
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In formula (31), suma este ordonata descrescitor in raport cu indicele (r-k). Punand

i =r-k, (31) se mai scrie:
ATF(X) = 2(—1)”(3 f(x+ih) (31)

in care suma este ordonata crescator in raport indicele i al nodului.

Luand x = x;, cu notatia (30), formulele (31) si (31") devin:
r r

Af = Z(_l)k(kj fr (32)
k=0

A fj = Zr:(_l)r_i (:j fj+i (32)

P2 — Diferentele unui polinom

a) Daca p,, este un polinom de grad m, diferenta A" p,, este un polinom de grad m-r.

b) Avem: A'x" =rlh' (33)

Demonstratie:.

m
a) Fie p, = Zakx" , conform liniaritatii operatorului diferenta, rezulta
k=0

Ap, = iakA'x" . Avem, Ax* = (x+h)* —x* = kzl:[l;jhk‘jxj , rezultd ca Ax* este
k=0 i

un polinom de grad k-1. Continuénd, rezulta ca:

A'x* = polinom de gradul r-k, pentru r >k, (%)

A'X* =0 — pentru r > k. ()

Tn particular, A“x* = constant (polinom de grad 0). Astfel rezulta:
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m
A'p, =D a,AX",

k=r

care este un polinom de grad m-r.

k—2 k o
b) Avem Ax" = Z( _Jhk‘lxJ +rhx"*, in care primul termen este un polinom de grad
i\ J

(k-2). Aplicand operatorul A" si tinand cont de (**), rezulta
Arxr — Arfl(AXr) — rhArfl(erl)

care, aplicata succesiv, conduce la concluzia ‘b’

P4 — Relatia intre diferentele divizate si diferentele inainte, pe noduri echidistante

Pentru nodurile echidistante x; = X, + jh, j =0,k sik >0, avem:

1

WA“ f, (34)

f[Xgs--n X 1=

(Demonstratia se face prin inductie.)

Polinomul Gregory-Newton

Cu expresia (34) a diferentelor divizate, polinomul de interpolare sub forma Newton

(19), ia forma:
n 1 ‘
Pa(X) = ZW g, (X)A™ f, (35)

k=0

unde polinoamele g, sunt definite de (18) prin:

%()=% 600=[(x-x), k=1n.
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Definim variabila reala s prin:
X=X, +sh, s=(Xx—X%,)/h (36)

Tindnd cont de X; = X, + jh, avem: X —x; =(s— j)h sipolinomul g, (x) se scrie:

. (X) = q, (X, +sh)=hkﬁ(s— j)=h*s(s=1)...(s—k+1), k>1

Cu aceasta, polinomul (35) ia forma

5S(s—1)...(s—k+1) A

pn (X) = ﬁn (S) = Z kl fO
k=0 -
Notam coeficientul diferentei, prin:
S :s(s—l)...(s—k+1),k21; S 1 (37)
k k! 0

- S . - ) . o .
Coeficientul (k} generalizeaza expresia coeficientului binomial, la care se reduce

pentru s = intreg pozitiv. Cu aceasta, polinomul de interpolare ia forma:

ORI WD (38)
n care,
s=(X—X%,)/h. (389

Polinomul (38) se numeste polinomul de interpolare Gregory-Newton. Explicit,

avem:

~ S )2 S )3 S an L

P, (s) = f, +sAf, + 2Af0+ 3Af0+...+ nAfO (38"
Exemplu

Reluim exemplul din 3, in care valorile sunt date pentru functia f(x) = (x-1)°, pe

nodurile: -1, 0, 1, 2. Avem x, =—1, h =1, n =3, si calculam diferentele inainte
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Af., A*f., A, in tabelul urmitor:

fo A N A
f,=-8
Afy =7
f,=-1 Nfy=—6
Af, =1 | | ANf, =6 (39)
fzzoé. | ANf =0 |
Af, =1 |
f,=1

Coeficientii polinomului Newton (38) (cu nodul de plecare x,) sunt situati pe

diagonala descendenta care pleaca din f. Rezulta:
Pa(S) =—8+57+1s(s—1)(-6) +is(s—1)(s—2)6=(s-2)°
Cu X, =—1, s=x+1, se verifici: P,(s)=(x-1)° m

3.2 Diferente inapoi si polinomul de interpolare Newton cu diferente inapoi

Definim diferenta inapoi (regresiva), a functiei f pe punctul x cu pasul h, prin:
VE(x)=f(x)— f(x—h) (40)
si diferentele de ordin superior, prin:

V™HE(X) = VI(AF (X)) =V f(x+h) = V" f(X) (41)
Intre diferentele nainte si inapoi exista relatia:

VI (x) = Af (x—h)

si prin recurentd se arata ca
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V' f(x)=A f(x—rh) (42)
sau, cu notatia (29):
Vi =AF . (42

Proceddam analog cu 4.1, utilizand nodurile x,,x,,...,X_,, unde X ;=X — jh,

J=0,n.Punand x =X, +sh, avem x—x_; =(s+ j)h. Avem:
k-1 k-1 .

q () =] J(x=x)=]](s+ i)h
j=0 j=0

0 (X, +sh) =h*(s)(s +1)...(s+k —=1) = h* (-D)*(=s)(-s =1)...(-s —k +1)

polinomul de interpolare ia forma:

P, (X) = P, (5) = i(—l)k(_ksjvk f (43)
n care,
s=(X—X%,)/h. (43)

Polinomul (43) este forma polinomului Newton, cu diferente inapoi. Explicit:
3 - S 2 - S 3 n - s n "
P, (s) = f, +sVf, + 5 Vof, - 3 Vi, +...+(-1) . V', (43"

Exemplu
Reludm exemplul anterior, din 4.2. Nodurile sunt 2, 1, 0, -1, si valorile f sunt: 1, 0, -1,

-8. Avem (diferentele se pot calcula intr-un tabel analog cu (39)):

Vi, =1 Vi =1 Vf, =7
Vif, =0, Vf,=-6
Vif, =6

Cu acestea, polinomul (43) devine:

P;(8) =1+sl+ 3 (=s)(-s -0 -2 (—s)(—s—D(-s—-2)6 = (1+ s)®
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Cu X, =2,s=X-2, se verificd: p,(s)=(x-1)°m

Observatie

Se observa ca diferentele inapoi pe punctul X = 2, se gasesc in tabelul (39), pe

diagonala ascendenta care pleaca din f,. Aceasta are loc pentru urmatoarele:
considerand nodurile in secventa crescatoare X i =X+ jh, j=0,n, nodul de referinta

pentru diferentele inapoi este X, , si polinomul (42") se scrie:
= —3S o2 —S\us
p,(s)=f, +sVf + 5 Vet - 3 Vi, +. S=(X—X,)/h.

Conform (42') avem V*f_=A“f . 1Tn cazul exemplului, avem n = 3 si rezulta:

Vi, = Af,, V2T, =Af, VI, =Af, =

3.3 Operatori diferenta si calcul simbolic

Pentru noduri echidistante cu pasul h, se introduc urmatorii operatori (pentru functia f,

pe punctul x):

1) Identitate: If (x) = f(x)

2) Deplasare: Ef (x) = f(x+h)

3) Diferenta inainte: Af (x) = f(x+h)— f(x)

4) Diferenta inapoi: Vf(x) = f(x)— f(x—h)

5) Diferentd centrala: of (X) = f(x+4)— f(x—14%)

Se verifica imediat ca operatorii 1 — 5 sunt liniari, adicd, notand unul din operatori cu

A, avem (pentru scalari arbitrari a, b, si functii arbitrare f, g):

Al (x) + A(x)) = A (X) + A (X)

Suma a doi operatori, si produsul a doi operatori, se definesc respectiv prin:
(A+B)f(x)=Af (x)+Bf(x); (AB)f(x)=A(Bf(x))

In conformitate cu definitia produsului, puterile intregi k, ale unui operator A, se

definesc recurent prin:
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A’ =1; A‘=AAT k>1,

Mai definim, pentru s = real:

E*f(x)= f(x+sh)

si avem (pentru s, t = reali): E°E'f(x) = E'E*f(X).
Relatii intre operatori

Din definitii rezulta urmatoarele relatii intre operatori:

A=E—I (44)
V=I-E* (45)
V=AE" (46)
5= EY? _g2 (47a)
S =AEY? (47b)

Cu acestea, se pot deduce mai multe formule (unele demonstrate direct in paragrafele

anterioare). Astfel, din (44) pentru r = intreg, avem:

N =(E-1) =3 [ jE” 1t
Cu aceasta, tinind cont de 1*f(x) = f(x) si E™*f(x) = f[x+ (r —k)h], rezulta:
A f(x)= Z( 1) [ )f[x+(r—k)h] (48)

care reproduce formula (31). Analog, din (45) avem:

Vr:(l _E—l)r_Z( 1) ( JlrkEk

k=0

cu care, rezulta:

Vif(x)= Z( 1) [ jf(x kh) (49)
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Din (46) avem:

Vi =AE"

care conduce la:
VE(xX)=Af(x-rh),
care reproduce (42).

Formule care implica diferentele centrale:

Din (47a) avem
! r
éﬂ’ — El/2 _ E—1/2 r_ _1 k Em/2—k
( ) k;( ) [kj

care, aplicata la f(x) da:

r r
o f(x)= Z(—l)k(kj fIx+ (% —-k)h]

k=0

Daca luam r = par, r = 2p, rezulta

2p 2p
527 (x) =D (-1 N f[x—ph+(2p-k)hl,

k=0
Utilizand (48) pentru r = 2p si X > X — ph, rezulta ca avem relatia:
S2P f(x) = A’ f(x — ph)

astfel ca diferentele centrale de ordin par se pot exprima prin diferente inainte.

3.4 Alte polinoame de interpolare
VVom da alte forme ale polinomului de interpolare — pentru unele detalii v. Stancu
(1977).

Polinoamele de interpolare Gauss

Presupunem ca vrem sa aproximam valoarea functiei intr-un punct apropiat de X, . Se

considera atunci, un numar par de noduri (echidistante cu h), fie acesta (2n+2), n
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situate la stanga si n+1 la dreapta nodului X;: X ., X .15 X 35 Xos Xgyeees Xy Xug -
Nodurile se iau in secventa urmatoare:
Xos Xy Xgseeen Xy Xns X (*)

si utilizdm polinomul Newton dat de (19'). Acesta se scrie:

p2n+l(x) = fo + (X - Xo) fO,l + (X - Xo)(x - Xl) fO,l,—l + (X - Xo)(x - Xl)(x - X—l) fO,l,—l,Z
Fo A (X=X )X = X)X =X ) (X=X ) Foy

LN,—n,n+l

Punem ca Tnainte X = X, + sh siavem x — X, =(s—1i)h. Tinem cont de de

proprietatea de simetrie a diferentelor divizate si de expresia acestora pe noduri
echidistante (34). Astfel, rezulta:

X—X,=sh, ...,
(X=X )(X = X)X = X)X = Xy )(X = Xy )(X = X,) = (s +N=1)...(s=n)h?",

(X=X ) (X=X )(X=X;)...(Xx=X ) (X=X_,)=(s+n)...s...(s—n)h**,
1
fO,l = EAfo’ fO,l,—l = f—l,O,l T o n2

1 N
f0,1,—1,...,n,—n = f—n,...,O,...,n = WAZ -n1

1

fO,l,—l,...,n,—n,n+1 = f—n,...,O,...,n,n+1 = WAZMl f—n .

Tnlocuind expresiile de mai sus in p,,,,(X), se obtine:

p2n+1(x) = G2Fn+2 (S) =

nifs+k-1 s+Kk (50a)
f. +SAf, + A*f o+ AZLf
0 0 ZH 2k ] B (2k+1j ‘k}

k=1

unde indicele polinomului G este numarul de noduri (indicele polinomului p este

gradul acestuia).

Daca luam un numar impar de noduri, eliminand in (*) nodul x,,,, se obtine

n+1>
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p2n (X) = G2':n+1 (S) =
n-1 k=1 k -1 50b
fesat, + S [STR T r o ST Jarerg oSN g O
2k 2k +1 2

k=1

Polinoamele (50a, b) sunt polinoamele de interpolare Gauss — inainte, cu numar

impar, respectiv par, de noduri. Ele se scriu explicit:

S S s+1 s+1
GF = f0+(1jAfo+(2jA2f_l+( ; JA3f_1+( Z JA4f_2+...

unde ultimul termen depinde de cazul m = 2n+2 sau m = 2n +1.

Daca luam nodurile (x_, ,), X, X X_4; X3 Xq,- -+, X, In secventa:

SN ERRE

XO;X—l’Xl;""xfn’xn;(x—nfl) (**)

se obtin polinoamele de interpolare Gauss — ihapoi, cu numar de noduri impar,

respectiv par (inclusiv x_, ,):

ni(s+k-1 s+k
Gya(s) = f, +ZK ok 1 ]AZH f, J{ ot JAZK f_k} (51a)
k=1
S+n
G2 (s)=G2 .(s)+ AP f 51b
2n+2( ) 2n+l( ) (2n+1j -n-1 ( )

De exemplu, explicit, avem:

S s+1 s+1 S+2
G, .. (s)= f0+(1jAf_l+£ 5 )AZ f_l+( 3 jA3f_2+( A JA“ f,+...

Polinoamele Stirling

Se definesc prin media aritmetica a polinoamelor Gauss — inainte, respectiv — inapoi:
S2n+l (S) = % [GZFnJrl (S) + GZ|3n+1(S)] (523')
S2n+2 (S) = % [G2Fn+2 (S) + GZBn+2 (S)] (52b)

Polinoamele Bessel

Se definesc prin:
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Media aritmetica a polinomului Gauss — inainte cu punct de plecare x,, si

polinomului Gauss — inapoi cu punct de plecare X, . Pentru acesta din urma, secventa
nodurilor se obtine addugand o unitate indicilor din (:x*):

Xy Xgr Xos X 15 Xgi e Xgs Xnaps (X)) - Astfel, avem:

a) Polinomul Bessel — numar par de noduri:

ws—1(s+k-2
Byn.s (S) =2 (f, + f,) + 2 N
2n+2() 2( 0 1) ;Zk—l( 2k—2j 1-k
(53a)

n(s+k-1
+ %Z( ot j(A2k f o +A%T )
k=1

Acesta coincide cu functia pe nodurile: X, X X g3 Xgs Xpyeees Xy X

n4lrcee *1 ny Mp4le

b) Polinomul Bessel — numar impar de noduri:

Formula de mai sus, in care prima suma se face de la k =1 la k = n. Avem:

s—%(s+n-1
B,..,(s)=B, .(s)+ 2 AP f 53b
2n+2( ) 2n+1( ) 2n+1[ 2n ) -n ( )

Pentru alte desvoltari — v. Stancu (1977).

3.5 Diagrama romburilor pentru interpolare
Consideram tabloul diferentelor inainte ale functiei f, pe noduri echidistante. Tn

exemplul de mai jos sunt indicate numai diferentele care se pot calcula plecand de la

valorile date f_,,..., f;: s-a notat, simplificat, A"} = A"f.
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f
A-z

f, | | A,
A | | A,

fo A A,
A, A

f, A A
A, A

f, A’
AZ

f,

Diferentele implicate in formulele polinoamelor de interpolare se iau din diagrama, pe

urmatoarele cai:

Gregory-Newton — Tnainte: diagonala descendenta: \\

Gregory-Newton — inpoi: diagonala ascendenta: /

Gauss — Tnainte: zigzag, primul pas descendent: NN

Gauss — Tnapoi: zigzag, primul pas ascendent: NN\
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- Stirling: orizontala care ncepe de la f, - pentru diferentele de ordin par; media

diferentelor de ordin impar situate deasupra si dedesubtul acestei orizontale:

- Bessel: orizontala care incepe intre f, si f, - pentru diferentele de ordin impar;

media diferentelor de ordin par situate deasupra si dedesubtul acestei orizontale:

Diagrama poate fi completata si cu coeficientii diferentelor — v. Ralston &

Rabinowitz (1978), Curtis (1978).

4 Interpolare Hermite

Problema interpolarii Hermite se pune in modul urmator: consideram n+1 noduri

Xo» X1, -+, X, $1 presupunem cd pe nodul X; sunt date valorile functiei f si a derivatelor
lui f pana la ordinul k; —1:

f(x)=Co F'(6)=Cprenr, T4V (%) =0, 47 1=01...,1 (54)
Fie m+1 numarul conditiilor (54), adica

Ko +K, +...+k, =m+1 (54"

Cautam polinomul p, de grad minim care satisface conditiile (54). Acesta va fi un
polinom de grad cel mult m, avind m+1 coeficienti care se determina din sistemul

liniar

p(j)(xi):Cij' J=0k -1 i=0,n (59)

unde p©@(x) = p(x).

Propozitia 1
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Polinomul Hermite care satisface (55) exista si este unic m

Constructia efectiva a polinomului Hermite se poate face in forma Newton sau
Lagrange. Vom considera prima varianta. Pentru a doua, v. de exemplu Kincaid &

Chenney (1996), Ralston & Rabinowitz (1978).

Pentru constructie consideram polinomul Newton scris pentru nodurile x;,i =0,n,

unde nodul x; apare de k; ori, adica:

Xoreeos Xor Xpyees Xio o003 Xoyeey X,y (58)
0 1 n

Notam, pentru claritate, lista (58) a nodurilor cu:

yO’ yl ceey yko,l; yko yeooy y(k0+k1),l; see, y(k0+,<-+kn71) yeeey ym+l (58I)

unde numarul total de noduri este k, +k, +...+k, =m+1, si corespondenta cu

nodurile x; este:
Yi =%, 0<j<k,—1;
Yi =X, kogjg(ko"'kl)_l;

Etc.

Polinomul Newton pentru nodurile (58") este:

m+1

p(X):Zf[yov--ayj]qj(X) (59)
unde:
0,00 =T, w00 =1, (60)

iar coeficientii sunt diferentele divizate cu repetitie, definite in 3.2.

Exemplu
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Fie nodurile x,, X;, cu multiplicitatile 2, 3, adica se cere ca polinomul sd reproduca
valorile: f(x,), '(x,), f(x,), (X)), f"(X,). Consideram polinomul Newton pentru
nodurile Xy, Xo, X;, X;, X, . Avem:

QO(X):]-; ql(x):(x_xo); qZ(X)Z(X—XO)Z;

q3(X):(X—XO)2(X—X1); q4(x)=(x—x0)2(x—xl)2.

P(x) = fo + X5, X (X = Xo) + T [Xg, Xg, X, J(X = Xo)2

+ F[Xg, Xos X, X, J(X = XO)Z(X — X))+ F[Xg, Xg, X, Xp, X J(X = Xo)Z(X - X1)2
n care:
f [Xo’ Xo] =f ’(Xo) ;

f[XO’Xl]_ f[Xo’xo] — f[XO'Xl]_ f'(xo) .
X, — X, X, — X, ’

FlX0, X0, %1 =

f[Xo, X0, X1 = F[Xo, %10 X, ]
X, — X, '

f[Xgs X0 X1, X, 1=

n care:

FIx %] = FI%o %0 _ F7(x) = FIXp. X1
X, — X, X, — X, ’

f[xo’xl’ X1] =

f[X01 X07X1'X1]_ f[XO’ X, X17X1]
X; = X

f[xo’ Xos X1y Xq, X1] =

Folosind o notatie simplificata, polinomul se scrie:

P(X) = fo + foo(X = %) + fou(X — Xo)2

+ Foo1a(X = %0) 2 (X = X,) + Fogp34(X = %) * (X = %,)?

Calculul diferentelor se conduce, de exemplu, 1n tabelul urmétor: in coloana 1 se dau
nodurile; n coloana 2 — valorile functiei si derivatelor; in coloanele 3 -6, se
calculeaza diferentele divizate; diferenta pe k noduri coincidente se ia egala cu

derivata de ordinul (k—1) pe nod, impartita cu (k-1)!.
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Xo o] foo=1o foo1 foorr  Toorns
X fo fou fous foins

Xy fl f11 = flr f111 = % f1”

X f

L

Exemplu numeric: consideram nodurile 1, 2 (cu multiplicitati 2, 3) si functia
f (X) = (x—1)*. Tabelul de calcul este dat mai jos. Tn acesta: valorile subliniate sunt
fo0, T 51,4, calculate prin derivatele pe x = 1 si x = 2; celelalte diferente divizate

sunt calculate in mod obisnuit.

1 0[]0 1 21
1 0[1 3 3
2 1|4 6

2 4

2 12

Polinomul este:
P(X) = (x-1)% +2(x —D*(x = 2) + (x —1)*(x — 2)*
care, evident, reproduce f(x) m

Propozitia 2

Polinomul de interpolare Newton (59, 60) scris pentru nodurile x;,i = 0,n, unde

nodul x, apare de k; ori, este polinomul Hermite care satisface (55) m

Formula de interpolare Hermite

Punem, cu notatiile anterioare,
f(X) = pn(X) + R, (X) (61)

unde p, (x) este polinomul de interpolare Hermite pe m+1 noduri multiple, iar
R, (X) este restul in formula de interpolare (61). Presupunand ca functia f are m+1

derivate continue pe intervalul [a, b] care contine nodurile, se arata ca restul este dat
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de formula generala (5) — 1.2, Propozitia 2, considerand nodurile multiple. Adica,

explicit,
Ry () = igr [ [ (x = %)% (&)
i=1

unde & eJa,b].

Il. DERIVARE NUMERICA
Doua probleme se pot pune pentru calculul numeric al derivatelor unei functii:

1. Calculul derivatelor unei functii definite numeric — adica prin valori in puncte

date.
2. Calculul numeric al derivatelor unei functii definite analitic.

A doua problema se pune in cazul cand functia are o expresie complicata si este

suficienta o aproximatie a derivatei (in special pentru derivate de ordin superior).

Ambele probleme se pot rezolva utilizand polinoame de interpolare. Pentru a doua

problema se utilizeaza si asa-numita extrapolare Richardson.

1 Derivarea unei functii definite numeric

Fie functia f definita pe n+1 puncte distincte X,,...,X, si p, polinomul de interpolare

pe aceste puncte. Atunci, o aproximatie a derivatei de ordinul k < n este data de

900 = ()
Problema este de a evalua eroarea acestei aproximatii, adica a evalua restul in formula
FO0x) = py” () + R (x) (62)

Tn particular, pentru derivata intaia pe un nod, putem proceda cum urmeaza.

Consideram expresia (21) a restului in formula de interpolare a polinomului Newton:

R,(X) = T(X) = p,(X) = f[Xo,.... X, X]eo, (X)
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Daci presupunem ci existd derivata f ™ atunci, din expresia anterioara rezulti ca

membrul doi este derivabil si derivand odatd si ficand X = X, , avem:
Ry (%) = X, %0 X Jaog (X))
Cu Consecinta 4.2 din 3.3, si explicitdnd @/ (X;), rezulta:

, f (n+1)
R0 = TT06- (63)

j=0, j=i

unde min{x;}<n <max{x;}. A deriva in continuare expresia restului nu conduce la
formule practice.

Pentru derivatele de ordin superior, printr-o demonstratie analoaga cu cea a

Propozitiei 2 din 1.2, se obtine urmatorul rezultat (Isaacson & Keller (1965)):

Teorema

a.ch.

(n+1)

Fie functia f definita pe [a, b] si avand derivata f continua pe [a, b]. Fie nodurile

x; €[a,b],i =0,n, ordonate prin x, < X, <...< X,. Atunci pentru orice k, k <n,

avem:

R(k)(x) f(n+l)( ) H( —&) (64)
" ik + ) d

unde punctele &; nu depind de X si sunt situate in intervalele
X; <& <Xy, 1=0,1,...,n-k, (64"
iar 7 =7(x) este situat intr-un interval care conine X si punctele &; m

Daci X, X; €[a,0] si | f ™(x)|< M, se obtine marginea erorii sub forma

IR ()< G M [b—al™ (65)
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Vom stabili marginea restului in urmatorul caz particular: k = 2, X = X; , si noduri

echidistante cu h. Avem x; <¢&; <X;,,, ] =0,n—2, de unde rezulta:
0<j<i-2: xi—§j£xi—xj:(i—j)h
i—1<j<n-20 & -X<X,,—X=(j+2-i)h

Cu acestea:

(n+1)
R0 1= Ta- D 2=

Sau

IR0 < e 102 (66)

unde X, <1 <X,+nh.
Formule de derivare pe puncte echidistante

Consideram in ceea ce urmeaza nodurile echidistante X = x, + jh, j=0,n, si

urmatoarele polinoame de interpolare:

a) Newton — inainte (38):

S S S
P, (s) = f, +sAf, + (ZJAZ f, + (3)& fo+...+ (njA” f,

33

Avem f(x) = p(s), unde X = X, + sh. Derivam in functie de s si facem s = 0. Tinand

cont de
i S _ (_1)k—1
dslk) — k '
s=0
se obtine:
f'(x,) = %[Af0 —%AZ f, +%A‘°’ fo+...+ (—1)"’1 %A" fo]l+ Rl (%) (67)

Restul este dat de (63), si anume:
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PN A ()R s T )
Ry (%) = ——— 5~ (1 L H(X X)) =h"(=1)"—— (68)

unde X, <7 <X,.
b) Gauss — inainte, cu numar impar de noduri

(2n+1 noduri: X,, X;, X_4,..., X, X_,) — V. (50b):
p2n(X) Gzn+1(s)=

s+k-1 k n-1
f, + SAf, +Z TETH A o ST azeng | p [T T g
2k 2k +1 2n

Procedam analog, derivand in functie de s si facand s = 0. Avem:

dfstkt] (et
ds\ 2k ), (k)
d(s+k k!?
— = (1" :
ds\2k+1) (2k +1)!
Se obtine:
' 1 k (k 1) (k)lz 2k+1
f'(x ;— Af, + 1 A f
(%) = { Z( ' aor & e -
n! (n !
+(-1)" S
(2n)!
sau, explicit:
f’(xo);%[Afo—%Azfl—%Asf1+ﬁA“f2+...] (69"
Restul este dat de (63), si anume:
R, (%) = (=1)" _ME ey X, —nh <77 < X, + nh (70)

(2n +1)!

Observatie
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Daca am utiliza aproximarea (67) pe 2n+1 noduri situate de aceeasi parte a lui X, , de

exemplu x, + jh, j=0,2n, restul sub forma (68) este:

R’l)(x):hZnM X, <7< X, +2nh (71)
2n 0 2n+1 ! 0 0

Presupunand ca valoarea lui f " (1) este aceeasi pentru intervalele din (70) si (71),
(€}

rezultd ca avem | R}, (X,) |[<<| R;;”’(X,) | care aratd ca aproximarea (69), cu noduri

centrate in jurul lui x,, este mai buna decat (67).

|
Cazuri particulare

1) Derivata de ordinul intai:

Pentru n =1 (3 noduri: Xx,, X;, X_;) se obtine formula:

F1(x,) = {Af, —3 A}, sau
h

Fx) = o [ — ], (722)

n care restul este:

Ri(X,) =—Lh?f@(5), X,—h<n<xX, +h.

Pentru n =2, se obtine formula: f'(x,) = %[Af0 —INf -INE + LA L], sau

explicit:
, 1
f (xo);m[—f2+8fl—8f4+ f,], (72b)

in care restul este O(h*).

2) Derivata de ordinul (2n — 1):
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o a . [S+KkK :
Derivam polinomul p,, de 2n — 1 ori: Tntrucat ( ] este un polinom de gradul m,
m

derivatele de ordin > m sunt nule, astfel ca derivata de ordinul (2n — 1) implica numai

ultimii doi termeni din polinom. Pentru acestia avem
d** (s+n-1 1 d** (s+n-1
ds>*{ 2n-1 ) 7 ds*™*( 2n

astfel ca rezulta:

s=0

f (2n-1) (Xo) ~ [A2nfl f,nﬂ _%AZn f,n]

h2nfl

in care, conform (65), eroarea este O(h®). Formula de mai sus se poate scrie si sub

forma:
f (2n-1) ~ l 2n-1 .I: 2n-1 f
(XO) = 2h2n,1 [A —n+1 +A —n]
|

¢) Gauss — inainte, cu numar par de noduri

(2n+2 noduri: X, X;, X 4.+ 05 Xy Xy Xy ) — V. (508):

REATE]

n|(s+k-1 s+k
X) =G _(s)=f +SAf + AE L+ AL
p2n+l( ) 2n+2( ) 0 0 §|:( 2k j —k (Zk_i_lj —kj|

Acesta conduce la derivata de ordinul doi (mai general, la derivatele de ordin par).

VVom considera, pentru exemplificare cazul n = 1 (noduri: X, X;, X ;, X, ). Polinomul

este:

s(s—1)

0,(X) = G, (s) = f, +sAF, + N, SHDSE=D o

Derivand de doui ori, se obtine GJ(s) = A*f, +sA*f_, i ficand s = 0 rezulta:

" 1
f"(x,) = FAZ f,
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Tn general, avem:

d? (s+k
— -0
ds® {2k +1 o

d? (s+k-1 _ () (N Y]
ds* {2k ), (2k)!
cu care, rezulta:
y g (k=Dr.2
F00) 2 > (4 (ZK)), e 73

Explicit, primii termeni ai sumei sunt:
14 l }
f (xo):F{A2 fo—LAf, + A f+--} (73)

Marginea erorii (66), in care: n+> 2n +1; nodurile ordonate crescator sunt

X X 1y Xgr Xpse-0r Xy Xoiq 3 X; = X, astfel ca i = n, devine:

—nrec 1% Pl

n'(n+1)! h20
(2n)!

| Rina (%) [S === h?" | £ 72 () | (74)

Cazuri particulare
1) Derivata de ordinul 2:

Consideram cazurile n = 1, 2. Avem:

" l .
f (XO)ZFApr IR [<h* [ f90)]

" 1 .
(%) =F{A2 fo-HA T} IRP[<3h* [ 9|
Explicit, aceste formule sunt:
" 1
f"(x,) = F[fl —2f,+ f,] (75a)
f”(x0)~ [ f,+16f, —30f, +16f , — f ,] (75b)
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Pentru prima formula, o margine mai buna a erorii se obtine adunand seriile Taylor a

lui f(x,+h) si f(x,—h) (v. Cap.5-lll, 1.1.1), sub forma:

RO ISER 1 FO)], % —h<n<x,+h.

2) Derivata de ordinul 2n:

Derivam polinomul p,,., de 2n ori: derivata implica numai ultimii doi termeni ai

sumei (k = n). Pentru acestia, avem:
d>" (s+n-1 _1 d®" (s+n
s\ 2n ) 7 ds® { 2n +

astfel ca rezulta:

:O,

s=0

f(2n)(xo)gh%A2nfn,

n care eroarea, conform (65), este O(h?).
|

2 Extrapolarea Richardson

In cazul unei functii definite analitic, calculul numeric al derivatelor se poate face
prin formulele din 7.1, calculand in prealabil, valorile functiei pe un sir de noduri.
Intrucat valorile functiei pot fi calculate in orice punct al intervalului de definitie,
urmatorul procedeu permite ca, plecand de la doua aproximatii ale derivatei avand
acelasi ordin al erorii, sa se gaseascd o aproximatie cu precizie mai mare. Procedeul
se zice extrapolarea Richardson. Cele doua valori ale derivatei se calculeaza cu cu

pasul h, si respectiv, cu pasul h/2, cu o formula de aproximare a carei eroare are

forma bh® +b,h* +b,h® +... . Astfel, s calculam f' cu formula (72a). Pentru

evaluarea erorii folosim seriile Taylor
f(x, +h) = f(x,)+ f'(x,)h+C,h* +C,h* +C,h* +C.h° +...,

f (%, —h) = f(x,) = f'(X,)h+C,h?> —C,;h* + C,h* —Ch® +...,
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incare: C, = f®(x,)/k!. Scizand cele doui serii, rezulti:
f'(%,,h) =2—1h[1:(x0 +h)— f(x, —h)]+C;h* +C.h* +

0) Extrapolarea ‘0’ — Aproximatii de ordinul O(h?):

Aplicand formula pentru h, h/2, h/2% =h/4, avem aproximatiile:

f,00 = f,, = h[f(x0+h)— f(x, —h)]

0,h =

f, @2 = f; f(x,+h/2)—f(x,—h/2

o2 = 57y L O #1/2) = 0 =1 2).
fo @9 =1, = f(x,+h/4)—f(x,—h/4

e = 5y LT O #1/4) = 15 = )
Notatia indicilor superiori (I, j) din membrul inti au semnificatia: i = indicele

extrapolarii (aici, i = 0); j = indicele aproximatiei. Erorile aproximatiilor de mai sus

sunt de ordinul O(h?) si sunt definite de:

fr= £/0D LCh2 1 Cht+... @
02 2 h4

fO':fO,(’)+C3?+C5?+'“ (b)
©03) 2 h4

fo=1,""+C,—+C,—+... c

; s+ Cag ©

1) Extrapolarea 1 — Aproximatii de ordinul O(h*):

Daci elimindm termenul in h? intre (a), (b), si respectiv intre (b), (c), rezulta:

f — fr(OZ) +—— 2 (f¢(02) I(O,l))_’_o(hll)'

f _ f,(o3) = (fr(03) f/(0,2))+o(h4)
2

Aproximatiile
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l (fOI(O,Z) _ fOI(O,l)) ,

f/(l,l) — fr(O,Z) +
° ° 22 -1

fr(12) — fr(03) +—— 2 (f¢(03) f!(O,Z)),

are erorile date de:

f/ = £, —(C, /22)h* +O(h°) (d)
f/ = /2 —(C, /2) +O(h6) ©)

2) Extrapolarea 2 — Aproximatii de ordinul O(h®):

Py

Analog, eliminind termenul in h* intre (d) si (e), rezultd aproximatia:

f r(2,1) _ f 1(1,2) +— 2 ( f 1(12) /(1,1))

care va avea o eroare de ordinul O(h®). Pentru a continua procesul, avem nevoie de o
a doua aproximatie de ordinul O(h®), f/*? . Pentru aceasta, se porneste cu inci o

aproximatie la pasul 0, i anume, f;©% = f/, ., etc.
3) In general, avand doud aproximatii f/*? si f/®? calculate respectiv cu h’ si
g p 0 S1 Ty $

h'/2, ambele cu erori de ordinul O(h"), formula de extrapolare este:

fol(i+1,l) f i2) 4 = 2 (f 1(i,2) _ ,(i,1)) (76)

cu o eroare de ordinul O(h™?). Observati ca ;" noteazi aproximatia mai exacta

de la pasul anterior m

Extrapolarea Richardson se poate aplica, in mod analog, pentru derivatele de ordinul
doi, calculate cu (75a). Evaluarea erorii se face adunand seriile Taylor de mai sus. De

exemplu, pentru prima aproximatie, avem:

f7(x,) = h—lz[f (X, +h) =2 (%) + f (%, — )]+ 2C,h? + 2C.h* +
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Observatii

1) Procesul de extrapolare se opreste dupa un numar de pasi, limitand marimea

pasului h/2", siprin testul | f;*? — £/ |<eps unde eps este prescris.

2) Procesul de extrapolare prezentat utilizeaza sirul de pasi {h.}, h, — 0, definit de
h, =h, h,,; =($)h,. Pentru cazul general h,,, = ph;, p <1, v. Ralston &

Rabinowitz (1978)

3) Inloc de extrapolare, pentru cresterea ordinului erorii de la O(h*") la O(h*"?),

se poate utiliza polinomul de interpolare de ordinul 2n + 2 (adica, adaugand inca
doud noduri la cele 2n+1 considerate in 7.1, b), si calculand derivata cu formula

(69). V. expresia (70) a restului.
|
Cod Fortran

Urmatorul cod implementeaza extrapolarea Richardson. Datele X,,n,h se citesc
dintr-un fisier de date: n este numarul aproximatiilor de la pasul ‘0’; h este pasul
initial. Aproximatiile f;"?,i=0,n—1sunt stocate in tabloul ££ (0:n-1,n).
Proiectul include sub-programul de tip function, care calculeaza f (x). Ca exemplu,
este considerata functia f(x) =e*.

! Extrapolare RICHARDSON pentru f'

! Sub-program: fun (x)

! Datele: x0, n, h - citite din fisier de date.

Program Extrapolation

character (255) fname, dummy*80

real, allocatable:: ff(:,:)

aprox (fl, £f2, h)= (£f2 -£f1)/(2*h)
extrapol (f1, £f2, n) =f2 +(£f2-f1)/(2**n -1)

print '(a,\)', ' Input file:'

read ' (a)', fname
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open(l, file =fname, status ='old', form ='formatted')
read(l,"'(a)') dummy
read(l,*) x, n, hO ! h = h inital

allocate (f£(0:n-1, n))
ff =0.D0;

! Aproximatii - O:

h =2*h0

do i =1, n

h =h/2

fl1 =fun(x-h); f2 =fun(x+h);
f£(0, 1) = aprox(fl, f£2, h)
enddo

! Extrapolari= 1:N-1
MainDo: DO IE =1, N-1

ne =2*1IE

do 1 =1, n-IE

ff(IE,1)= extrapol (ff(IE-1,i), ff(IE-1,i+1), ne)
enddo

ENDDO MainDo

! Write:

write (1, '(a, /)') 'ff:';

DO ie = 0, n-1
write (1, *) ie, ff(ie, l:n-ie)
write (1, *)

ENDDO

deallocate (ff)

END program extrapolation

function fun (x)
fun =exp (x)

end
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[

Exemplu
Pentru f(x) =e*, si calculam prin extrapolare f'(1.4). Consideram pasul initial
h =0.05 si n =4 (3 pasi de extrapolare). Rezultatele, obtinute cu programul prezentat
mai sus, se dau Tn continuare: n prima coloana sunt indicii pasilor, iar in coloanele

urmatoare aproximatiile. Calculul este facut in simpla precizie. Valoarea exacta este

4.055 199 966 84.

0 4.056885 4.055200 4.055324 4.055233
1 4.055197 4.055225 4.055202
2 4.055227 4.055201

3 4.055200

Aceeasi valoare se obtine cu h = 0.1 si 4 pasi de extrapolare; cu h= 0.5, 4 pasi si

h = 1.0, 3 pasi, rezulta valoarea 4.055201. Cu h <0.1 se obtin valori mai putin
precise: de exemplu, cu h = 0.001, 4 pasi, rezulta 4.052745. Rezulta ca valoarea
optima pentru h, pentru exemplul considerat, se situeza in plaja 1.0 ... 0.05. Acest
rezultat poate fi generalizat: pentru h initial, nu se vor lua valori excesiv de mici. O

valoare in jurul lui 0.1 pare sd convina pentru mai multe exemple m
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