CURS 6

METODE NUMERICE PENTRU ECUATII DIFERENTIALE
ORDINARE

Partea |
1 Problema cu valori initiale
2 Operatori de integrare numerica

3 Operatori intr-un singur pas

6-I METODE NUMERICE PENTRU ECUATII DIFERENTIALE DE
ORDINUL INTAI

In aceasta sectiune se vor prezenta metode numerice pentru ecuatii si sisteme de
ecuatii diferentiale de ordinul intai — problema cu valori initiale. O ecuatie sau
sistem de ordin mai mare decat unu se pot reduce la un sistem echivalent de

ordinul unu, prin adaugarea de functii necunoscute.
Exemplu: Fie sistemul de ordinul doi,

x"=f(t,xyx,y)
y' =gt xy,x,Yy)

Punand u = x',v=y’, sistemul devine

!

X'=u

y'=v

u' = f(t,x,y,u,v)
v =g(t, X, y,u,v)
||

Pentru sistemele de ordinul doi, se vor da metode speciale In Sectiunea 6-11.

1 Problema cu valori initiale (consideratii generale)

Fie ecuatia
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ox
i f(t,x) (1)

cu conditia initiala
x(ty) = X, (1)

Ecuatia (1) cu conditia initiald (1') constituie o problema cu valori initiale (sau o
problema Cauchy). Daca functia f Tndeplineste urmatoarele conditii pe domeniul
D = Ix£, unde | este definitde |[t—t,|<a, iar 2de |x—X,|<b:

1) f este definita si continua pe D;

2) feste lipschitziana in raport cu X, adica: existd o constantd pozitiva A, astfel ca

pentru orice t € | siorice X,X €.£2avem
| f(t!X*)_ f(t,X)lSAlX*—XL
atunci: notand cu M marginea superioara a functiei [f | pe D, problema are o solutie

unica x(t) definita pe intervalul [t —t, |< o, unde o =min(a, b/ M).

In particular, conditia 2 este indeplinita daca f are derivata partiald in raport cu X,

marginita in D (sau, mai mult, continua pe D).
[
Pentru un sistem de m ecuatii diferentiale cu m functii necunoscute, fie

x=[x,...x. T, f=[f,(t,x)... f_(t,X)]", xXO =[x{? ... xO7", si sistemul

dx
Ezf(t,xl,...,xm) (2)

cu conditia initiala
X(te) = x (2)
Cu domeniul D = Ix£2, unde unde | este definit de [t —t, |<a, iar 2de

|, —x© |<b.,i=1m, conditiile 1 si 2 devin:

1) f este definita si continud pe domeniul D;
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2') f este lipschitziana in raport cu argumentele X, ..., X, , adica: exista

constantele pozitive A,, j=1,m, astfel ca pentru orice te | siorice x,x" €2

avem:

| (X)) = fEX) <D A X%, i=Lm.
=1

Notdm cu M, marginea superioara a functiei | f, | pe D, sicu M = max M, . Daca

i=1,m
1' 51 2' sunt indeplinite, atunci exista o solutiec unica X(t) definita pe intervalul

|t—t,|<a,unde a=min(a, b /M, ...,b_/M). In particular, conditia 2' este

indeplinita daca f are derivate partiale in raport cu X;, j = 1,m, continue pe Ix£2.

Nota: Conditia Lipschitz pentru functia f se poate considera si sub forma:
It x) —FEx) 1< AlX —x],

iar marginea M este data de || f(t,x) || <M, pentru (t,X) € | x£2. Norma
considerata este norma-co m

In ceea ce urmeaza vom considera probleme cu valori initiale (1, 1') sau (2, 2'),
pentru care vom presupune indeplinite conditiile de existentad si unicitate ale

solutiei. Consideram calculul solutiei pentru un interval de integrare [t,, TT],

inclus in intervalul de existenta a solutiei. Metodele numerice vor fi prezentate

pentru o singura ecuatie diferentiald (1), si vor fi generalizate la sisteme (2).

2 Operatori de integrare numerica (intr-un singur pas, in mai multi
pasi, expliciti, impliciti)
Gasirea solutiei ecuatiei (1) printr-o metoda numericad se va numi integrare

numerica sau integrare pas cu pas. Metoda consta in urmatoarele:
t =TT.

b) Ecuatia (1) se cere sa fie satisfacuta in punctele t;, iar intre aceste puncte,

variatia functiei X(t) se estimeaza.
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=TT

Vom nota in ceea ce urmeaza:

X(t;) = solutia exacta;

X; = solufia calculata in t;;

X(t,)=x +e,

unde e, este eroarea de trunchiere globala a metodei, pe pasul i.

Un operator de integrare numerica este reprezentat de o formula care da solutia la

momentul t;,, in functie de solutia calculata la k momente anterioare

t,t,,...,t ., (unde i—k+1>0), si anume:

Xig = g(Xm’ Xireens Xi—k+1) (3)
i—k+1i-k+2 i i+l n, =TT)
)
<>

- Daca in membrul doi din (3), g este functie numai de X, si eventual X, ,,,
operatorul se zice intr-un pas, altfel se zice in mai multi pasi (si anume, Tn k
pasi). Adicd: X;,; =09(X,1, %) ;sau X, = g(X;).

- Daca in membrul doi din (3) apare si X;,,, operatorul se zice implicit, in caz
contrar se zice explicit.

Integrarea prin operatori impliciti conduce la rezolvarea ecuatiei (3) in

necunoscuta Xx;,,, printr-o metoda pentru ecuatii neliniare. O comparatie intre

operatori Tntr-un singur pas si in mai multi pasi se va face in 4.8.

Distanta dintre doua puncte succesive de diviziune a intervalului de integrare se

zice pas de integrare:
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Cazul comun este acela n care pasul este constant: h,,; =h. Avem
t,=t+h (h = constant).

Exista insd, algoritmi care utilizeaza pasi variabili.

3 Operatori intr-un singur pas (Taylor, Euler, Runge-Kutta)

3.1 Serii Taylor, eroare de trunchiere, ordin al metodei
Se desvolta x(t) in serie Taylor n jurul lui t pana la termenul de ordinul p. De
exemplu pentru p = 3, avem:
h? h®

x(t+h) = x(t) + hx'(t)+Ex”(t) +§x(3’ () +... (4)

Ecuatia (1) este

X" = f(t,Xx)

si prin derivare succesiva obfinem:
X"=f'+ X, x'=f

/AL

x® = f/+ fx

AV

+ X" X" =...

Eroarea in desvoltarea (4) este data de restul seriei Taylor

L

4 h*x®(&); & e (t, t+h)

T, =

Eroarea T, se numeste eroarea de trunchiere locald. Derivata x in & se poate

aproxima prin derivata in t, si aceasta din urma prin diferenta divizata, obtindnd

estimarea T, ~ %h3[x(3) (t+h) —x®@)].

Tn general, considerand desvoltarea pani la ordinul p > 1, eroarea de trunchiere

locala este

_ 1 p+ly, (p+1) .
Tp——(p+1)!h xPD (&), Ee(t,t+h)

a.ch. — lanuarie 2011



Sau
T, =0(h**)

Eroarea de trunchiere globala e, este eroarea produsa de eroarea locala in calculul
lui x(t,), adica eroarea dupa n pasi —unde n = (t, —t,)/h— siea va fi de ordinul

nT,, adicd de ordinul h®.

Avem urmatoarea

Definitie: Ordin

(1) Dacd eroarea de trunchiere globala este de ordinul h”, metoda (sau
operatorul) se zice de ordinul p m
Definitii echivalente ale ordinului sunt urmatoarele:
(2) Metoda este de ordinul p daca formula metodei coincide cu seria Taylor
trunchiatd pana la termenul de ordinul p inclusiv m
(3) Metoda este de ordinul p daca formula metodei este exacta pentru un

polinom de gradul p (si nu mai este exacta, pentru un polinom de gradul

p+1).

Formula (3) a metodei se zice “exacta” pentru o functie X(t) daca, din

ipoteza cd in membrul doi avem X; = X(t;), j =1i,i —k +1, rezulta ca avem
$i X = X(t,,) m

In cazul de fata, formula metodei este chiar seria Taylor (4) trunchiat, scrisa

pentru t=t,t+h=t_,, si anume:
2 3 p
xi+1=xi+hfi+h—x{'+h—xi(3)+...+h—xi(p’, i>0 (5)
2! 3 p!

"

incare f, = f(t,x),iar x/, x®, ... reprezinta derivatele calculate in t, .

Avantaje si dezavantaje ale metodei seriei Taylor

C) Avantajele sunt simplitatea metodei si precizia mare care poate fi atinsa.

Precizia creste cu ordinul p, dar calculul cere evaluarea a mai multor derivate.
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d) Dezavantajul principal consta in calculul derivatelor de ordin superior. Mai
mult, trebuie ca functia f s aiba derivate pana la ordinul p, ceea ce, in general,
nu este cerut pentru existenta solutiei. Totusi, pentru multe din problemele

practice, aceasta conditie este realizata.

3.2 Metoda Euler
Metoda Euler corespunde cazului in care p = 1. Formula metodei este, cf. (4),

Xiq = X; +Nf (8, %) (6)

Metoda are avantajul ca nu cere decat calculul lui f. Ordinul ei este p = 1, si pentru
a atinge o precizie convenabila, pasul h trebuie luat foarte mic. Metoda are mai
degraba o importanta teoreticd. Ea serveste la demonstrarea teoremelor de
existenta, si la exemplificarea notiunilor de convergenta si stabilitate pe exemplul

unei metode simple.

3.3 Metode Runge-Kutta

3.3.1 Constructia metodelor Runge-Kutta
Metodele Runge-Kutta (abreviat RK) utilizeaza desvoltarea in serie Taylor, dar
inlocuiesc calculul derivatelor de ordin superior, cu calculul functiei f Tn puncte

de forma (t+ha,x+hg), unde « si ¢ sunt definiti de coeficientii metodei.

Reluéand desvoltarea Taylor cu rest, avem:

2 p

x(t..,) = X(t,) + hf, +% fi’+...+h—| f°PP +0(h") (7)
! p!

in care s-a {inut cont de X'(t) = f (t, x(t)), iar f, = f|_ si £ =(df @ /dt")

t=t,

Reamintim ca notam prin X; solutia calculata in t;, prin X(t;) solutia exacta, si ca

punem conditia X; = X(t;) (pana la termenul de ordinul p Tn h).

O caracteristica a metodei este numarul de evaluari al membrului doi al ecuatiei
(1) sau sistemului (2), pe un pas. Acest numar este numit “numarul de evaluari de
13

functii”. O metoda RK care face g evaluari de functii va fi numita “cu g-trepte”

(g-stage). Pentru a obtine o metoda cu g-trepte, punem:
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X =X +he(t;, X, h) (8)
n care
Bt % 1) = Y 0.k, ©)

unde @, sunt coeficienti ai metodei, iar k,, =k, (t;, X;,h) . Se obtine

q
Xy =X +hY wk, (10)

m=1
In (9, 10) functiile k , se definesc astfel:

a) Pentru o metoda explicita:
m-1

k., = f(ti+ham,xi+h2ﬂmjkj) (12)
i=1

si o =0, astfel ca avem:
k,=f(t, %),

k,=f(t +ha,, X, +hB, k),
etc.

b) Pentru o metoda implicita:

q
kn = f(t, +hay, % +h> Bk, (12)
j=1

Coeficientii «,, se mai zic noduri, iar @,, Se mai zic ponderi.

Se obisnuieste ca coeficientii «,,, B, si @, si se dea in tabloul Butcher:

a|B

o
incare: a=[ag o, ..., 1", B=[B;] st o=[w, 0, ...0,].

Pentru o metoda explicitd (¢, =0, si B, =0 pentru j >m—1) tabloul Butcher

este:
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0
| P
a

e (13)
aq ﬁql ﬂqz ﬂq,q—l

O ®, ... @O, O

Conditii pentru coeficientii metodei:
- Coeficientii @,, indeplinesc conditia de consistenta:

q
Y o, =1 (14)
m=1
Aceasta asigura convergenta metodei — v. 3.3.3.
- Coeficientii «,, ,; sunt supusi la conditiile:

m-1 -
Zﬂmj =0y, m:2'q (14I)
j=t

adica: B, =a,, PBu+pfn =05, ..., ,Bq1+ Tt Boga =%

Aceste conditii simplifica deducerea coeficientilor pentru metodele de ordin mai
mare ca 2. Pentru justificari ale conditiilor (14'), v. Ralston & Rabinowitz (1978),
si Isaacson & Keller (1966).

Ordin:

Eroarea de trunchiere locala T.

i+l

pe pasul i+1, se defineste ca eroarea formulei
(8) a metodei, cand inlocuim aproximatiile X; cu solutia exacta X(t;). Adica,

definim T, prin:

X(ti,1) = X(t;) + ha(t;, x(t), h) + T, 4, (15)
Daca
T.. =0(h*) (15
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10

metoda se zice de ordinul p. (Mai precis, p este cel mai mare intreg pentru care
avem (15')). Aceasta revine la conditia ca ca formula (8) sd coincida cu seria
Taylor a lui x(t,,) = x(t; + h), trunchiata pana la termenii de ordinul p in h
inclusiv. Pentru a obtine o metoda de ordin p, coeficientii «,, B, si @, se
determind din conditia de mai sus, cu respectarea conditiilor (14, 14").

adica

Eroarea de trunchiere globala pe pasul i +1, este eroarea aproximatiei X

i+1°
€., =X(t,)— X

In33.6sevaaritaci T, =0(h"")= e, =0(h"). Astfel, o metodd RK de
ordinul p are o eroare globala de ordinul h”.

In ceea ce urmeaza vom analiza numai metodele RK explicite. Pentru metodele

implicite trimitem la Hairer & Wanner (1991).
Exemplu:

Metoda RK explicita, cu 2-trepte si de ordinul 2 (q =2 si p =2). Se obtine o
familie cu un parametru, de metode explicite RK cu 2-trepte, de ordinul doi,

definite de formulele:
Xiy = X +N[(1—w,)k, + .k, ]

k, = f(t,x)

k2=f(ti+2h X + h k,)

@, @,

Metode cunoscute se obtin cu @, =3, 3,1. De exemplu, pentru @, =1 metoda se

zice metoda Runge de ordinul 2, iar tabloul Butcher (13) este:

o

(NI

[«RENITS
[uny

3.3.2 Ordin si numair de trepte (evaluiri de functii / pas )
Se arata ca, in general, pentru ca o metoda explicitd sa aiba ordinul p, ea trebuie sa

aiba q > p trepte, si anume: pentru p =1, 2,34, avem q,,, = p; pentru p >4,
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Omin > P . Mai precis, avem urmatoarele rezultate datorate lui Butcher (Hairer,

Narsett, & Wanner (1987)):

c) Pentru p>5 nu exista metode explicite de ordin p, cu g = p trepte.
d) Pentru p>7 nu exista metode explicite de ordin p, cu g = p+1 trepte.

e) Pentru p >8 nu exista metode explicite explicite de ordin p, cu = p+2
trepte.

Aceste rezultate sunt numite “barierele Butcher”. Pentru p =9, 10 se cunosc

numai margini pentru g, , iar pentru p >10 nu se cunosc evaluari pentru Qmin.

Rezultatele anterioare se pot sintetiza in tabloul urmator (Cartwright & Piro

(1992)):

p | 112345678 o9 10

a.(p) |12 34|67 9] 2..17 | 13..17

Ordinul maxim pentru care avem g = p este p = 4. Din acest motiv, metoda RK de

ordinul 4 este cea mai frecvent utilizata. (Pentru p > 4 trebuie adaugate cel putin

doua trepte, ceea ce mareste timpul de calcul si introduce erori de rotunjire
suplimentare.). In ceea ce priveste metodele RK implicite, pentru orice numar de

trepte g, exista metode de ordinul p = 2. V. Hairer, Ngrsett, & Wanner (1987).

3.3.3 Convergenta si consistenta

Metoda RK se zice convergenta daca, pentru h — 0, solutia calculata tinde la

solutia exacta (pe fiecare t;). Considerand intervalul de integrare [t,, t,], si notand
c =t, —t,, numarul de pasi de integrare va fi i =c/h, sau ih = c. Astfel, conditia
se exprima prin limita:

L'm X, = X(t;)

ih=c

Metoda RK, definitd de (8) se zice consistenta (cu problema cu valori initiale)

daca avem

¢(ti 1 X(ti ),0) = f (ti ) X(ti )) (20)
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12

Cu (20) si expresiile (11, 12) ale functiilor k, , avem

q q
P(t, x(t,),0) = Zwm(km) lheo=f (L, X(t; ))Za)m
m=1 m=1
si conditia de consistenta (20) este echivalenta cu conditia
Z o, =1 (21)

Se demonstreaza ca, consistenta este o conditie necesara §i suficientd pentru

convergenta (Cartwright & Piro (1992)).

3.3.4 Metode RK de ordinul 4
O metoda RK explicitd, de ordinul 4 (abreviat RK4), este definita de (10) cu q = 4:

X.,; = X + (oK, + o,k, + ok, + o,k,)

n care, conform (11), avem:

k,=f(t, x),

k,=f(t +ha,, x, +hp, k),

ky = f(t +hag, X + h(ByK, + 5aK,))

k, = f(t. +ha,, x. +h(B,k, + B,.K, + B,:K,))

Deducerea coeficientilor metodei conduce la o familie cu doi parametri — V.
Hairer, Ngrsett, & Wanner (1987), Ralston & Rabinowitz (1978). Cele mai uzuale

metode RK4 sunt definite de urmatoarele tablouri Butcher:

“Metoda” RK4 “Regula 3/8”

0 B 0

11 111

2 |2 3] 3

111 211

2 2 3 3 2

1 /0 0 1 111 -11
o/ 1221 1 331
|6 6 6 6 8 8 8
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Se verifica conditia de consistentd (21) si conditiile (14'). Prima metoda este cea
mai uzuala, fiind denumita “Metoda” RK de ordinul 4. A doua este ceva mai

precisa decat prima (Hairer et al. (1987)).

Explicit, “Metoda” RK4 este data de formulele:

Xig =X +g(k1 + 2k, + 2k, +k,) (22)
n care:
k, = f(t, %)

1 1

k,=f({t +=h, x. + =hk
2 (I 2 i 2 1)

(23)
k, = f(t +—1h X +—1hk)
: 2 2

k, = f(t, +h, x, + hk;)
Pentru un sistem de ecuatii diferentiale (de ordinul intai), formulele metodei RK4

sunt similare cu (19, 20), variabilele scalare x, f, k, inlocuindu-se cu vectorii X, f,
k:

Xig =X, jtg(k1 + 2k, + 2k, + k,) (22a)
ky =f(t, %)
1 1

k,=f(t. +=h,x. +=hk
2 (|+2 |+2 1)

1 1 (23a)
k,=f(t +=h,x. +=hk
3 (|+2 |+2 2)

k, =f(t, +h, x, +hk,)
In programarea formulelor (22a, 23a) vectorii se reprezinta prin tablouri:

x(0:n), f£(l:m), k(1:m).Reamintim ca m desemneaza numarul de ecuatii,

iar n numarul pasilor de integrare.
Metode RK de ordin mai nalt

Cel mai Tnalt ordin pentru care s-au construit metode RK explicite este 10: Curtis
(18 trepte, 1975) si Hairer (17 trepte, 1978).

3.3.5 Metode RK imbricate

Fie o metoda RK de ordin p, cu g trepte, care calculeaza solutia
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q
Xy =X + hZa)mkm (24)

m=1

Functiile k , sunt definite de (11) si revin la calculul functiei f Tn puncte de forma
m-1

(t; +ha,, X, +hD_B.k,).
j=1

Ideea metodei imbricate este de a 0 combina metoda (24) cu o metoda RK de
ordinp' (uzual p'=p+1sau p’= p—1), cu acelagi numar de trepte q, si care sa
calculeze functia f pe aceleasi puncte ca (24) — adica avand aceeasi coeficienti

Ay, By - Fie cea de-a doua metoda, care calculeaza solutia
q
Rig =X + hZc?)mkm : (25)
m=1
In (24) si (25), q este numdarul de trepte din metoda de ordin mai mare. Pentru
fixarea ideilor sa presupunemca p’> p:atunci q=4,,,(p), iar metoda de ordin

p va avea numarul de trepte > g, (p) . Astfel, metoda de ordin mai mic are

trepte — sau grade de libertate — suplimentare. Coeficientii metodei imbricate se

determina astfel ca ei sa minimizeze coeficientii care definesc eroarea in una din

cele doua metodele. Solutia X;,, se utilizeaza pentru estimarea erorii de trunchiere

prin (citeste = ‘egal prin estimare’):
Tp = )’Zi+1 = Xis1s (26)
O astfel de metoda se va nota RK p(p’) — exemplu RK 4(5).

Explicit, eroarea de trunchiere locala se estimeza prin
q A
T, =h> (&, — o, )k, (26")
m=1

Metode Runge-Kutta-Fehlberg:

Fehlberg a construit astfel de metode de ordine p(p+1), care sa minimizeze

coeficientii erorii in metoda de ordin mai mic. Ele sunt numite metode Runge-
Kutta-Fehlberg (RKF). Cele mai cunoscute sunt metodele RKF 4(5) si 7(8). Cea

mai utilizatd dintre acestea este metoda de ordinul 4 cu 6 trepte (p =4, p' =5,
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g(p’) =6), definita de urmatorul tablou Butcher — in ultima linie sunt dati

coeficientii @,,:

Metoda RKF 4(5)
0
1 1
3 3
3 3 9
8 | 2 32
12 | 1032 7296
13 | 2197 2197
439 _ 3680 _ 845
1] 2% 8 35 4104
1|_8 9 _35a4 189 _11
2 27 2565 4104 20
25 1408 2107 1
@D | 316 2565 4104 : O
~ 1 16 6656 28561 _ 9 2
o) 0 12825 56430 50 55

Metoda RKF 4(5) se gaseste implementata in multe pachete de programe pentru
integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale. Implementarea conduce la o metoda
RKF cu pas variabil: estimarea (26) se utilizeaza pentru a controla eroarea
metodei (24) si a modifica pasul daca eroarea depaseste o tolerantd impusa — V.

mai jos.

Metode Dormand-Prince (DOPRI):

Dormand & Prince au construit metode mai precise, de ordine p+1(p), in care se
minimizeaza coeficientii erorii in metoda de ordin mai mare. Solutia calculata este
data de metoda cu ordinul p+1, iar metoda de ordinul p se utilizeaza numai
pentru controlul pasului. Acestea sunt metodele DOPRI 5(4) — ordin 5, cu 7 trepte,
si DOPRI 8(7) — ordin 8, cu 12 trepte. Coeficientii metodelor, ca si coduri Fortran,
sunt date in tratatul Hairer, Norsett, & Wanner (1987). Codurile Fortran gasesc si
laadresa: http://www.unige.ch/math/folks/hairer/software.html.
Metode DOPRI sunt prezentate in Dormand (1996). Coduri Fortran sunt date la

adresa: ftp://ftp.tees.ac.uk/pub/j.r.dormand/.

Metodele DOPRI sunt cele mai precise metode explicite pentru integrarea

numerica a ecuatiilor diferentiale de ordinul Tnti, existente in momentul de fata.
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Alegerea pasului

Consideram o metoda imbricatd cu p < p’, si un pas curent, notand pentru
simplificare x, = X, si X, = X,,,. Eroarea de trunchiere locald estimata conform
(26) este:

Tp

1k

X =X

Avem:

T, = % —X(ty +h) + X(t, +h) —x, =O(h"*™*) +O(h"*)
sau, Cu p < p’, avem eroarea absoluta:

err =|T, |=ChP"

Pasul optim este cel pentru care eroarea este aproximativ egala cu toleranta tol

specificata de utilizator, adica:

tol ~ Ch?#

opt !

Eliminand C intre ultimele doua realtii, rezulta:
p+l

tol _( hyp i

err h

din care,

1
tol \p+1
hopt ~ (aj h

Pentru siguranta, Tn program se pune:

1
hopt = Og(ﬂj P h
err

In formula anterioara, err =| &, — X, |=|T, | unde T este estimarea (26") a erorii.

Pentru un sistem, modulul se inlocuieste cu norma: err =|| X, —X, |.

Observatii

1) Daca se cere specificare tolerantei tolrel la eroarea relativa in modul rel, atunci
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err ) .
avem rel @ ———— sirezulta
| X, +err|
1
C p+1 hp+
rel=—— tolrel ~ %t de unde
| X, +err| | X, +err|

tolrel _( Dy o
rel h ’
1

. = (tolrel jpu h
rel

In formula anterioar3, rel este dat de expresia de mai sus Tn care err este estimarea

. ) err.
(26") in modul. Pentru un sistem, avem rel = max ———.
I xy +err |
2) Eroarea err se mai estimeaza si prin asa numita extrapolare Richardson,
calculand in paralel, solutia X, cu doi pasi de marime h si solutia X,cu un pas
dublu 2h, si estimand eroarea prin diferenta celor doua solutii. Pentru o metoda de

ordinul p se obtine (Hairer et al. (1987)):

_X2_X2 +2
X(t, +2h) - x, —W+O(hp ),
_ X Xz
Tp _—2” R
Solutia
X, =%, +T,

este o aproximatie a lui X(t, +2h), cu o eroare de ordinul p+1. Pentru controlul

erorii avem:
X, — X err
err;M, rel = —.
2p -1 |X2 |
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. R . . X err.
Pentru sistem, in err modulul se inlocuieste cu norma, iar rel = max L unde

%y

err; este estimarea err pentru coordonata j a solutiei. Estimarile err, rel se pot
folosi in formulele anterioare pentru h, .

3) Codurile care implementeaza metode cu pas variabil utilizeaza fie tol, fie
tolrel, fie ambele, impreuna cu alte mecanisme de control al pasului care previn
cresterea sau scaderea excesiva a pasului. De exemplu, in unul din cele mai noi

coduri — v. RKSUITE in Brankin and Gladwell (1994), utilizatorul specifica

toleranta TOL a erorii relative, iar testul de eroare cere ca pe fiecare pas i:
| eroare( j) | < TOL*max(mag(j), prag(j))

unde mag(j) este o marime medie a coordonatei j a solutiei X; pe pasul

considerat, iar prag este un tablou specificat de utilizator. Astfel, daca prag(j) >
mag(j) rezulta un test de eroare absoluta cu toleranta tol = TOL*prag(j), iar pentru

prag(j) < mag(j) rezulta un test de eroare relativa cu tolrel = TOL.
[

3.3.6 Estimarea erorii de trunchiere globale

Notam acum:

€., = modulul erorii de trunchiere globala, pe pasul i+1;

T.., = modulul erorii de trunchiere local, pe pasul i+1.

Dupa definitiile din 3.3.1, avem:

€ = X(G) =X [, (27)
si definim €, =0, si

Toa = X(t1) = x(6) = ha(t;, x(t),h) | (28)
Se aratd ca: eroarea de trunchiere globala este € =O(h").

Eroarea de trunchiere locald (in modul) se poate scrie sub forma

Toa =W (X)) +O(h"*) (30)

Primul termen se zice eroarea de trunchiere locala principala.
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Pentru un sistem, in expresiile anterioare modulul se inlocuieste cu norma.

3.3.7 Stabilitatea metodelor RK (stabilitatea absoluta liniarz)
Ne vom limita la stabilitatea /iniara a metodei. Aceasta se studiaza prin

liniarizarea ecuatiei (1) 1n jurul unei solutii a acesteia. Fie ecuatia diferentiala

X'(t) = f(t,x) (31)

si X = ¢(t) o solutie neteda a acesteia, adica

9'(t) = Tt (). (32)
Consideram o perturbatie oX(t) a solutiei (provenind dintr-o perturbare a conditiei
initiale), unde | X(t) [< &:

() = x(t) — (1), x(t) = @(t) + (1)

si scazand relatia (32) din (31) rezulta

d

o () = f(t, o(t) + (1)) — F(t, (1)) (33)
Desvoltam membrul doi in (33) in jurul lui ¢(t) pina la termenul de ordinul intai
n oX(t) . Obtinem:

i5x(t) = a (t, () X() +...= I (O)X(L) +... (34)
dt OX

incare J(t) = (cf /0X) |y, ) - Ecuatia (34) liniarizatd se obtine neglijand termenii
nescrisi, si anume:

d
F X0 =I0OX)

In fine, in prima aproximatie, consideram J(t) = J = constant (si anume
J=J(t"),unde t" e(t,t +h))siavem

d
FRIOBEEI0) (35)

Ecuatia (35) poate fi scalata, astfel ca perturbatia sa fie de marime arbitrara.

Punem

y(t) = Cox(t), unde C este o constanta, si ecuatia (35) devine
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y'=Jy. (35)
Tn fine, notand x in loc de y , ecuatia (35") devine o ecuatie de tipul
X" = AX (36)

n care, in general, A va fi considerat complex (v. mai jos, cazul unui sistem).

Ecuatiei (36) 1i atasam o conditie initiald arbitrara:
x(t,) = x© (36")

Problema (36, 36") constituie testul pentru stabilitatea liniara a metodei — numit si

testul Dalquist. Solutia exacta a problemei este:
x(t) = x@e0) (37)

Daca Re(A1) <0, atunci avem t — oo = X(t) — 0. Se zice ca problema are un

punct fix stabil, Tn x = 0.

Observatie

Punctele fixe ale unei ecuatii (31) sunt valorile X pentru care avem f (t,x) =0,
Vt > t,. Punctele fixe ale unei metode numerice explicite x;, = g(x;), sunt date
de x,, = X; (adica de solutiile ecuatiei X = g(x)). Punctele fixe ale unei metode

RK definita de (8) sunt date de
q
¢(ti ! Xi ' h) = Za)mkm =0
m=1
in care, pentru o metoda explicita:
m-1
k,=f(t +he,, X +h2ﬁmjkj)
j=1

Daca X este un punct fix al ecuatiei X' = f(t,X), atunciavem f(t,X)=0,vt>t,,
sirezulta: k, = f(t,X) =0, k, = f(t,X) =0, ..., sau k, =0, m =1,q. Pentru o

metodd implicitd avem acelasi rezultat. Urmeaza ca punctele fixe ale ecuatiei sunt

si puncte fixe ale metodei RK.

Definitie

O metoda numerica este stabild liniar daca, aplicatd ecuatiei (36) avem:
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I >0=X% >0,

adica metoda pdstreaza stabilitatea punctului fix x =0 m
Pentru un sistem de m ecuatii diferentiale (3)
x"=1(t,x)

avem, analog cu cazul unei singure ecuatii: fie solutia @(t)

o'(t) =f(t, (1),
punem

(1) = x(t) — o(t)
si rezultd

%&(t) = £(t,x) —F(t, @) = IA)K() + ...

incare J(t) =[of; /Ox 1| oy €Ste jacobianul functiei f in raport cu X. Aproximam
J(t) = A = constant. Cu aceasta, schimband notatia 6X — x, modelul liniar este

X' = AX

X(t,) = x© (38)

n care A este o matrice constanta mxm. Presupunem, pentru simplificare, ca A ca
are valori proprii 4;, j =1,m distincte (si, in general, complexe). Presupunem ca
valorile proprii au partea reala negativa: atunci avem un punct fix stabil in X = 0.

Intrucat valorile proprii sunt distincte, existd o bazi ortogonala formata din
vectorii proprii in care matricea A se diagonalizeaza, iar ecuatiile (38) se

decupleaza, sistemul reducandu-se la m ecuatii independente de forma (31). Intr-
adevar, daca vectorii proprii sunt {v;, j = 1, m}, definiti de Av ; =4;V;, punem

X = Zijj siavem X' = Z(yj)’vj , AX = Z/”tjijj . Inlocuind in (35) rezulta
i i i

yi=4y; J=1m

yitt) =y, j=1m
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Astfel, in ipotezele facute, analiza stabilitatii pentru sistemul (38) se poate face pe

o singura ecuatie de forma (36) m

Revenind la ecuatia (36) sa-i aplicam metoda explicitd RK de ordinul 2,

considerata in 3.3.1:

Xy = X +h[(1— @)k, + @,k,].

Cu f(t, x) = Ax, rezultda k, = Ax;, k, = A(X; + AX.), si

2

Xisy = X; + h[(L—@,) A% + @, A(X; +

%)= X% +h(Ax, +2}€xi)

2

Avem:
Xig = R(h/1) X,
unde

2
R(hA) =1+ hi+%

Séa observam ca, cu X, =1, avem x, = R(hA4).

Definitie
R(hA) se numeste functia de stabilitate a metodei. Ea poate fi considerata ca

solutia numerica dupa un pas, a problemei liniare de test (36, 36'), cu x© =1

Regiunea de stabilitate absoluta pentru o metoda, este multimea valorilor h si A

(h =real si nenegativ, A = complex), pentru care avem x; — 0 pentru i — oo,

adica punctul fix X = 0 (originea) este stabil. Pentru aceasta este necesar si

suficient ca sd avem | R |<1. Pundnd z = hA, regiunea de stabilitate este mulfimea
S={ze€C;|R(2) |<1}.
Uneori, regiunea de stabilitate este definitd impreuna cu frontiera sa, prin conditia

| R|<1. Pentru metoda explicita RK de ordinul 2, regiunea de stabilitate va fi data

de:
[1+z+2°/2|<1
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Pentru un sistem, A va fi valoarea proprie de modul maxim a matricii jacobian A.
Sa consideram acum, cazul general al unei metode explicite cu p trepte, de ordinul

p (adica, p < 4). Consideram desvoltarea lui x(t) in serie Taylor, pana la ordinul p.

Cu X' =X, rezultd X" = Ax' = A°X, si in general, x" = A'x, r < p, astfel ca
. hz 2 hp p p+1
avem: X(t;,,) = x(t,) + hAx(t;) +Ei X(t,) +...+—'ﬂ X(t,) +O(h"™)
! p!
In fine, cu x, = x(t,), si omitand restul O(h""), avem:
2 p
=@+ h/1+h—/12 +...+h—ﬂ,")xi
21 p!

care arata ca functia de stabilitate este

(M) L (hA)°
p!

R=1+hA+ ; p<Aa (39)

Pentru o metoda explicita de ordin p, cu q > p trepte, functia de stabilitate va fi

R= 1+h/1+(h;) n “‘?HZ (ha), (40)

j=p+1

unde y; sunt definiti de coeficientii metodei. De exemplu, pentru metoda DOPRI

5(4) — cu 6 trepte (treapta 7 se utilizeaza numai pentru estimarea erorii) — termenul

aditional in (40) este (h4)°/600. (Hairer & Wanner (1991).

Din aceasta rezulta ca functia de stabilitate a unei metode explicite cu ( trepte este
un polinom de gradul g in h. Conditia | R | < 1 conduce la o regiune de stabilitate
marginitd. (Daca aceasta ar fi nemarginitd nu putem avea | R | < 1, intrucéat
|hA|— o =|R|— ). Metodele RK implicite pot avea regiuni de stabilitate
nemarginite. Aceste metode se aplica pentru ecuatii diferentiale rigide —v. 5, la

care metodele explicite nu mai convin.

Pentru reprezentarea regiunilor de stabilitate liniara in cazul 4 = complex, pentru
metodele RKp, p =1, 2, 3, 4 — v. Hairer & Wanner (1991), Cartwright & Piro
(1992). Intersectiile regiunilor cu axa reald dau intervalele de stabilitate pentru
cazul A = real. Aceste intervale se gasesc din conditia | R | <1, unde R este definit

de (37) cu A = real si negativ (conform ipotezei Re(4) < 0). Rezulta:
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p=1,2-2<hi<0; p=3:-2512745<hi<0; p=4:-2.785296<hi <O0.

3.3.8 Stabilitatea absoluta neliniara
Stabilitatea neliniara este o problema mult mai complexa. Ea are conexiune cu
dinamica haotici. In cazul unei probleme neliniare, regiunea de stabilitate a unei
metode RK poate fi diferitd de regiunea ei de stabilitate liniard. Cea mai
importanta diferentd consta in aceea ca, pentru o problema neliniard, metodele RK
pot contine pe langa punctele fixe ale problemei — v. Observatia din 3.3.7 — si
puncte fixe aditionale. Exceptie face metoda Euler care are numai punctele fixe
ale problemei. Punctele fixe aditionale sunt numite puncte fixe fantoma. Recent
(1991) s-a aratat ca, in unele cazuri, puncte fixe fantoma pot exista la orice
lungime a pasului (diferita de zero), adica la pasi pentru care hA este in regiunea
de stabilitate liniara absoluta. Daca un asemenea punct fix este stabil la pasi oricat
de mici, atunci o traiectorie (calculatd) poate converge la un punct fix care nu
existd in dinamica problemei originale. Diferenta intre problemele liniare si
neliniare constd in aceea ca, pentru probleme neliniare bazinul de atractie este
marginit, in timp ce pentru o problema liniara acesta este nemarginit. Astfel,
conditia ca hA sa fie in interiorul regiunii de stabilitate, in timp ce pentru o
problema neliniara este necesar, in plus, ca conditiile initiale sa fie continute in

bazinul de atractie. Pentru desvoltari, trimitem la Cartwright & Piro (1992).

Tn practica de calcul s-a constatat cd pentru un rispuns haotic, unde calculatia se
face pe un mare numar de pasi (sute de mii sau milioane), codul Runge-Kutta de
ordinul 4 — formulele (22a, 23a) — este foarte sensibil la mici schimbari ca:
utilizarea de variabile locale, asocierea in operatiile aritmetice, vectorizarea
ciclurilor DO in subrutina de integrare a sistemului dat, optiunile de “build” (ca

optimizarea codului), etc. V. raportul Chisalita A. & al. (1998).

3.3.9 Exemplu de test — Problema celor doui corpuri
Urmatoarea problema, constituitd de problema celor doua corpuri in cazul miscarii
eliptice, este luata ca test pentru metodele de integrare numericd a problemei cu

valori initiale — v. Dormand and Prince (1978), Brankin and Gladwell (1994).

Problema considerd miscarea relativa a doua puncte materiale care interactioneaza
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prin legea atractiei universale, si este descrisa, in coordonate carteziene, de
sistemul de ecuatii diferentiale:

X==x/r®y=-ylr®
1/2

ncare r=(x*+y?)

eliptice x(0) =1—¢, X(0) =0, y(0) =0, y(0) = /(L + ) /(1—¢)

. Se considera conditiile initiale pentru cazul migcarii

n care e < 1. Solutia analitica este data de:

. . —sinu . AJ1—e’cosu
Xx=cosu—e, y=+1-e’sinu, X=—"— _ N7t U

Y
1-ecosu 1-ecosu

n care u se determina din ecuatia lui Kepler: u—esinu =t. Solutia este periodica
cu perioada minima T = 27, iar orbita este o elipsa cu excentricitatea € si semi-axa
mare egald cu 1. Problema reprezintd un test sever, datorita periodicitatii solutiei.
Pentru rezolvarea numerica, sistemul dat se transforma intr-un sistem echivalent

de 4 ecuatii de ordinul intai:

X=V, y=w, V=-x/r® w=-y/r% r=(x"+y’)"

cu conditiile initiale: x(0) =1—e¢, y(0) =0, v(0) =0, w(0) = /(L +e)/(1—e).
Calculam solutia pe intervalul [0, 20], adica peste trei perioade, pentru valorile

e =0.1sie=0.9 ale excentricitatii. Calculul este facut in dubla precizie, cu

metodele:
(a) RK4 (pas constant) — v. codul in ANA_EcDif.

(b) Runge-Kutta-Verner 5(6), cu subrutina DIVPRK din IMSL (pas variabil) — v.
“IMSL Libraries Reference” (1998) — cu argumentele: tol = 1D-7 ... 2.23 D-
16, param(10) = 1 (se utilizeaza norma-co a erorii). Subrutina se bazeaza pe
codul scris de Hull, Enright si Jackson (1976), care utilizeaza formulele lui
Verner de ordinul 5 si 6 — v. DVERK, in site-ul:
http://www.cs.toronto.edu/NA/index.html. Rutina poate utiliza
pasi in plaja 2.22D-15 ... 2.0 (valori implicite). Intervalul de integrare s-a
impartit in 20, si respectiv in 200, sub-intervale. Rezultatele mai precise se
obtin pentru impartirea in 200 sub-intervale — in acest caz pasul maxim posibil

este 0.1 (egal cu lungimea sub-intervalului).
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(c) RK 8(7), cu subrutina DIVMRK din IMSL (pas variabil). S-a utilizat apelul
subrutinei DIZMRK, cu specificarea argumentelor. Toleranta tol s-a luat in
plaja 1D-7 ... 2.23 D-15. Subrutina implementeaza codul din RKSUITE —
metodele RK de ordine 3(2), 5(4), si metoda Dormand si Prince de ordin 8(7)
—v. Brankin and Gladwell (1994). Ordinul metodelor este 3, 5, si 8, respectiv.
Intervalul de integrare s-a impartit in 20, si respectiv in 200 sub-intervale.
Rezultatele mai precise se obtin pentru impartirea in 20 sub-intervale —in

acest caz pasul maxim posibil este 1.0 (lungimea sub-intervalului)..

Pentru solutia exacta, ecuatia lui Kepler se rezolva prin metoda punctului fix, cu
toleranta eps =1D-13. In tabelele urmitoare este dati eroarea absolutd maxima si
minima a solutiei calculate, la timpul cel mai apropiat de 3 perioade. In paranteze

se indica functia — dintre x, y, X,y — pentru care are loc extremul erorii absolute.

e = 0.1: Erori absolute extreme la t = 18.84 (RK4); 18.60 (RKV); 18.0 (RK 8(7)).

Extrem eroare Metoda
absolutd RK4 RKV 5(6) RK 8(7)
h=0.01 tol = 1D-10 tol = 1D-10
Maxima 771D9 (x)[268D-9 (y)|[157D-10 (y)
Minima 438D-11 (x)|449D-10 (x) [963D-11 (y)
Numar pasi 2000 439 138
Nr. apeluri FCN | 8000 3512 2090

e = 0.9, Metoda RK4: Erori absolute extreme lat =18.84 (h =0.01; 0.005) sit=
18.849 (h = 0.001; 0.0005)

Pasul Eroarea absoluta Numar
h Maxima (X) Minima (x) | de pasi
0.01 3.52 DO’ 354 D-1 2000
0.005 7.12 D-1 4.26 D-3 4000
0.001 6.02 D-4 3.33D-7 20000
0.0005 3.28 D-5 1.82 D-8 40000

" Eroarea maxima are loc in Y
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e = 0.9, Metoda RKV 5(6) — 200 sub-intervale:

Erori absolute extreme la t = 18.60

Toleranta Eroarea absoluta Numar Numar
tol Maxima (X) Minima (y) | depasi | apeluri FCN
1D-7 3.98 D-4 6.97 D-6 315 2779
1D-10 1.28 D-6 2.23 D-7 622 5165
1D-13 1.92 D-9 3.35D-10 1800 14435
2.23D-15 | 2.88 D-14 6.11 D-16 2244 17959
e = 0.9, Metoda RK 8(7) — 20 sub-intervale:
Erori absolute extreme la t = 18.00
Toleranta Eroarea absoluta Numar Numar
tol Maxima (X) Minima (y) | depasi | apeluri FCN
1D-7 2.16 D-6 1.31 D-7 152 2542
1D-10 1.29 D-9 8.55 D-11 356 4984
1D-13 9.00 D-13 5.96 D-14 847 11223
2.23D-15" | 2.21 D-13 1.38 D-14 1380 18464

Toleranta minima admisa = 2.22 D-15.

27

Urmatorul grafic da o comparatie a eficientei metodelor de mai sus, pentru cazul

e =0.9. In ordonati este reprezentat numarul r = logio(Eroarea absolutd minimd).

El indica cea mai buna precizie atinsa de metoda (eroarea minima este de ordinul

10") si este reprezentat in functie de numarul de evaluari de functii. Metoda este
cu atat mai eficientd, cu cat realizeaza o precizie datd cu un numar mai mic de

evaluari de functii.
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RIKY () - 200 int
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Numar de evaluari de functii

Problema celor doud corpuri, e = 0.9: Eficienta metodelor RKV 5(6), RK 8(7)

Observatii

- Testul cel mai sever este cazul e = 0.9. Cu acelasi pas (in RK4), sau aceeasi
tolerantd (in RKV 5(6), RK 8(7)), metodele dau rezultate cu o precizie
inferioara cazului e = 0.1. Din acest motiv, s-au efectuat integrari cu pasi,
respectiv tolerante, mai mici. Sa remarcam ca pasul h =0.01 reprezinta
aproximativ T/628, unde T este perioada miscirii. In cazul e = 0.1, pentru
metodele RKV si RK 8(7), s-a ales toleranta 1D-10 pentru a avea erori
comparabile cu cele din metoda RK4.

- Tnsubrutina DIPVRK (metoda RKV 5(6)), argumentul tol serveste pentru
controlul normei erorii locale, in scopul de a se incerca mentinerea erorii
globale aproximativ proportionald cu valorea tol (v. referintele citate mai sus).

- Tnsubrutina DI2MRK (metoda RK 8(7)), argumentul tol serveste la controlul
erorii relative, si la alegerea ordinului metodei astfel: 1D-4 <tol <1D-2, 1D-6
<tol < 1D-4, sitol < 1D-6, produc alegerea metodei de ordinele 3(2), 5(4) si
8(7), respectiv.

- Coloana “Numadr apeluri FCN” da numarul de apeluri ale subrutinei FCN care

calculeaza membrii doi ai sistemului de ecuatii. Acest numar este referit ca
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“numarul de evaluari de functii” al metodei. Metoda RK4 face 4 apeluri ale
subrutinei FCN pe un pas (In codul din Anexa, 4.1, FCN este DERIVS.).

- Se remarca cresterea preciziei odata cu micsorarea pasului (RK4), sau a
argumentului tol (RKV 5(6), RK 8(7)), dar cu pretul maririi numarului de pasi
sau a numarului total de evaluari de functii. Se remarca cresterea preciziei cu
crestera ordinului metodei. Din comparatia eficientei celor trei metode rezulta
ca, pentru problema considerata, metoda RK 8(7) ofera cel mai bun raport
precizie/numar de evaluari de functii — cu exceptia cazului unei tolerante
apropiata de cea minima admisa (2.22D-15), cand metoda RKV 5(6) este

superioara m
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