Matricea “companion”

Metoda QR se poate aplica pentru calcularea radacinilor unui polinom — fiind una dintre cele mai
precise metode pentru acest scop.

Fie polinomul de gradul n: p(x) =a x"+a, X" +---+aX+a,.

Vom presupune ca a, =1, astfel ca polinomul este

n
PX) =X"+a,, X"+ +ax+a, =) (X—2,),
i=1

unde z; sunt radacinile polinomului.

Consideram matricea:

_ _a, _
0 -a
C= 2
0 —a,,
L 1 —a,,

Matricea C se zice matricea companion a polinomului p(x).
Propozitie

a) Valori proprii ale matricii C sunt radacinile polinomului p(X);

b) Vectorul propriu la stinga asociat cu valoarea A, este x' = (L, A,4%,...,2" ") m

(a) Polinomul caracteristic al lui C este p. (1) =det(C—Al):

-A 0 .. 0 —a,
1 -4 0 0 —-a,
1 -2 0 —-a,
Pc(4) = .
1 -4 -a,
0 O 1 -a,,-4




Reamintim calculul valorii polinomului in forma imbricata:

p(x)=a, +x-(a, +x-(a,+ ... +x-(a,,+x-(a,,+x-a,))...)

by |

bo

Astfel, avem coeficientii:

b =a

n n

(acum: b, =1)
b,,=a,,+x-b, (acum: b, , =a, , +X)

b, =a, +X-b,
Avem
bo = p(x)

Pentru determinantul p. (4):

Procedam ca la reducerea Gauss, insd facem zero-uri pe diagonala. Avem:
(Pc)nn = =84 =A=-0,

Inmultim ultima linie cu A si adunim la precedenta. Rezulta elementul (n—1,n):
(Pc)n1n =85, +A(-D ;) =D,

Astfel, elementul (i,n) va fi

(Pc)in =84 +A(-D); =—b,

In fine, elementul (1,n) va fi:



(pc )1,n =—a, + ﬂ“(_bl) = _bo = _p(ﬂv)

Astfel avem:
0 0 0 -plA)
1 0 0 O 0 -b
1 0 Coeee . :
pc(A)=: 0 1 " . . —=b,|=%pA)
00 .1 0 -b,,
00 .. .. 0 1 -b,

(Ultima egalitate se obtine desvoltdnd dupa linia intii. Semnul este dat de (-1)")
Observatie Avem si:
p(4) =det(1l -C)
Exercitiu!
[

Exemplun=3

p(x) = x* +a,x* +a,x+a,

0 0 -a -4 0 —-a,
C=/1 0 -a|; pc(A)=11 -1 -q
0 1 —a, 0 1 -a,-4
b,=a,+4
b, =a, + b,
b, =a, +4b,
-4 0 -a, -4 0 —a,|®

peD)=|1 -1 -a|®=1 0 —b|xA4
0 1 -Dblxi [0 1 -b,

0 0 —b,

=1 0 —b|=-p(A)

0 1 —b,



Analog, pentru n = 4:

000 —b,
(/1)_1 0 0 -b| @)
Pl =y 1 ¢ —bz_p '
001 —b,
(b) Calculam:
_ a
1 -,
1 0 -a
x'c=p 2 2 .. i N I A N LR |
0 _an—z
i 1 -a,,
unde:
y=-a,-al-a,t —...—a A" ="

Ultima egalitate provine din:
a, +ad+a,’ +...+a A" +1" =0
Astfel, rezultd ci avem X' C = Ax", adici (b) m

Astfel, daca z; sunt radacinile (zero-urile) polinomului p(x), iar A, - valorile proprii ale lui

C, rezultd ca avem




