4.3.3 Metode bazate pe derivare numerica (BDF)

Consideram din nou, problema cu valori initiale
X' = f(t,x); x(t,) = x© (41)

Tn metodele anterioare s-a integrat ecuatia (41) si s-a utilizat polinomul de interpolare pentru
functia f(t, x(t)). Consideram acum ecuatia (41), si polinomul de interpolare (Newton, cu

diferente Tnapoi) pentru functia x(t), pe nodurile t,,,,t,...,t._ ., sivalorile X,;,..., X, 4.,

(k +1 noduri, de indici: i+1,1,i—1,...,i—(k—21); polinom de grad k.)
i—k+1i-k+2 i i+l n, =TT)
o)
<>

a®=a -3 e,

unde t=t, +sh, s=(t—t)/h.

[Reamintim ca:

Diferenta regresiva a functiei f pe punctul x, cu pasul h, este
Vi (x) = f(x)— f(x=h)

sica:

Vf (x) = Af (x—h);

V(X)) =Af(x—rh),sau V', =A"f,_ ]

Cerem ca polinomul g, (t) sa satisfaca ecuatia diferentiala pe punctul t;,;:

Chi (ti+l) = f (ti+1’ Xi+l) (52)



Ecuatia (52) este ecuatia implicita din care se determina necunoscuta X;

k+1 —s+1 .
(-0 GO Sy 4T

de unde, tinand cont de t =t._, << s =1, rezulta

i+1

i
V Xi+1

s=1

. _1" i d -s+1
qk(ti+1)_hjZO( 1) ds( J j

Cu aceasta, ecuatia (52) devine formula implicita

k .
z5jvjxi+l = hfi+l’
j=0

unde s-a pus

5~ (- 4 ( s+1J
J

Cu definitia coeficientului binomial avem

s=1

(— sj+lJ _ (1) (s —1)s(s +1§|...(s+ j—-2) |

cu care se obtine

H(s 1)s(s +1).. (S+j—2)|

S+

s=1

Sau:

Formula (53) devine:

Kk
ZE_VJ'Xi+1 = hf
-1 J

i+1

Reamintim notatiile:

Avem:

i+1°

(53)

(54)



f,=f(t,x,)

(far: x; = x(t;).)

Formulele (54) se numesc “formule de derivare inapoi” (Backward Differentiation
Formulae) si metodele bazate pe aceste formule se zic metode BDF. Ele se utilizeaza in

integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale rigide — v. 5.

Utilizam expresia diferentelor inapoi ale functiei f pe t;:

1=0

4 ] i
Vif = Z(_l)I(IJfH ,
pe care 0 scriem sub forma

k
& fi = Z(_l)l C|j fi—l
1=0

unde definim
] .
C|j = (l] <]
0 I>]

Ludm acum, f, =x.,,.

Rezulta
- k .
\A Xia = Z (_l)l C|J Xi i
1=0
(54) devine:

z Z(_1)|C|j Xz = iy

k l k
j=1 J 1=0

Intervertind ordinea de sumare, rezulta:

kK | K 1 _
Z(_l) ZTCH Xig = Nfiy

1=0 j=1

n fine, cu:



k

k
c, = (—1)'Z£_clj pentru 1> 1, si ¢, =Zl (55)
i)

j=1

Formulele (54) explicitate in termenii x;,, , sunt:
ch Xz = hfiy (56)

Pentru k =1,6, coeficientii C, sunt dati mai jos. Pentru k > 6, metodele BDF sunt instabile

(Hairer et al. (1987)).

Coeficientii ¢, pentru metodele BDF — ecuatia (56)

k o C, c, C, c, o Cq
(ia) | 6 () | (62) | (Kis) | (X)) | (Xis)

1 1 -1

2 3/2 -2 1/2

3 11/6 -3 3/2 -1/3

4 25/12 -4 3 -4/3 1/4

5 137/60 | -5 5 -10/3 5/4 -1/5

6 147/60 | -6 15/2 -20/3 15/4 -6/5 1/6
Ordin

Din deducerea formulelor BDF rezulta ca acestea sunt exacte pentru cazul in care solutia este

un polinom de grad k (x si g, coincid). Cu un rationament analog cu cel din 4.3.2, rezulta ca

metodele BDF au ordinul p = k.



NOTE

1. Implementare si Valori de start

1.1 Valori de start
Sa consideram, spre exemplu, formula de ordinul 4 (k = 4):
CaoXins +CasX; +CapXig +CagXip +CygXi g =Ny

i+1 i

Coeficientii sunt notati acum C,, pentru a evidentia si ordinul k al metodei.

Pentru k = 4, coeficientii sunt:

25/12; -4; 3; -4/3; 1/4
Concret:
%Xm _4Xi +3Xi—1 _%Xi—z +%Xi—3 = hfi+1

Tn primul moment, i = 0, formula este

25 4 1
Exl —4X, +3% _§X—2 +Zx_3 = hf,

X, este dat (conditia initiald), dar valorile de start X ,,X_,,X , trebuie produse de alta

metoda. Concret, se utilizeaza metoda Runge-Kutta, sau metodele BDF de ordin mai mic.
Cu BDF de ordine 1...3, avem:
CroXjua +Ci X = hfi+l

CooXisn TCp1X; +Cpu X4 = hfi+l

CaoXiya +CarX; +CaXi g +Ca3X;, = hfy

Se scriu acestea pentru i =-1:

CioXo +Cy X, = hfy = x, =(hfy —c;oX) /¢y

CyoXg +CpaX g +CppX , = hfo =X, = (hfo —Cy0%o _021X71)/C22

C30Xg 1 Cq1X 3 +C5pX_, +Cg3X 5 = hfo = X3 = (hfo —Cg0Xp —Cgy Xy — ngx,z)/ng



Coeficientii pentru k = 1; 2; 3; sunt (tabelul de mai sus):

1 -1
312 1/2
11/6 -3 3/2 -1/3

1.2 Implementare

Pentru implementare (in cod), in formula metodei (56) se face i +1=1 (sau i =0). Indicii

devin:
i+1 0 i-1:...0i+1-k
1 0 -1 ... —-k+1
Astfel valorile “generale” X ,, X;, X; 1, ---, X1, » devin valorile curente X, X,, X 1, -+, X y.; -

Necunoscuta curenta este X,, iar valorile anterioare (cunoscute) sunt Xy, X ;, ..., X_y.; -

Formula (56) devine

k
ch x,, = hf,
1=0

Explicit:
CoX, +C Xy +C,X 4 +...+C X, = hf,
De exemplu, formula anterioara pentru k = 4 este:

25 4 1
Exl —4X, +3X 4 _EX—Z +Zx_3 = hf,

In cod: valorile curente se stocheaza in tabloul xa (-k+1:1, n);1inacesta, xa (1, n) va
stoca valoarea calculatd pe pasul curent, anume X, ; n reprezintd dimensiunea vectorului X din

(41) — v. mai jos 2.2.

2. Rezolvarea ecuatiei neliniare in X;,,

2.1 O singura ecuatie (41)




Sa consideram din nou, pentru exemplificare, cazul k = 4. Ecuatia (56) — v. mai sus — se

poate scrie:

—hf (t;,,,X,1) + CaoXisy +[CayX; +CyoXi g +CuaXi » +CuX 5] =0 (56"
Sau:

f(x.,)=0 (57a)
f~(x) =—hf (t,,;, X) + C,oX+[CyyX; +CypXi 1 +Cy3X » +CyuX; 5] (57b)

S-anotat cu f membrul intai in (56'); termenii in parantezele mari nu depind de x = Xig -

Ecuatia neliniara (57) se rezolva cu metoda Newton (de exemplu). Derivata functiei f

este:

d - 0
& f(x) :_h&f(tiu’x)*‘cm

2.2 Cazul sistemului

Tn locul ecuatiei scalare (41) avem un sistem de ordinul intéi

x' =f(t,x);  x(t,)=x, (58)

unde x si f sunt vectori cu n coordonate:

X, f (t,x)
X = X:Z , f(t,x) — f2(t:7 XZ) .
Xy fo (t.%,)

Atunci, ecuatii (56) pot fi scrise pentru fiecare coordonata, astfel ca (56) devine
k . .

ZCI X|+1—I — hf i+1 (59)

1=0

Utilizam indicii superiori pentru valorile x' = x(t )sif P =f(t r x1).

Indicii inferiori desemneaza coordonatele:



x) = Xz

x.r{'
Sau:

. . k .
—hf(t,,, X" +cx™ + D> e x =0 (59"
1=1

Sau:
f(x")=0 (60a)
f(x) =—hf(t,;, X) +Cox+ D cx" (60b)

1=1
Pentru rezolvarea ecuatiei (60) cu metoda Newton, jacobianul lui f va fi

Zj(m (X)=—h%(ti+l,x)+co5m; m’j:l’_n'

J ]

1 j=m
Unde: 5;“ = {O J . este simbolul Kronecker.
j#

Exemplu

Fie ecuatia liniara

U+ku+ku=0

Tn particular, pentru k =100 si k, =101, ecuatia este rigida.
Aceasta se pune sub forma unui sistem de ordinul I, astfel:

u=v
v =—-ku—k,v

corelul-Le)

sistemul devine



= (X,
x =f(X) sau: {Xl 1(X1:%)

X, = fz(xl’xz)
Unde:

1:1 (X) =X,
f,(X) = —kx, —kx,

Relatia (60b) devine:

—_—~ k .
f(X) = —hf(x) +cox+ D ¢, x| sau
1=1

—~ k .
fL(X) = —hx, +CoX + D ¢ %"
=1

~ k .
f,(X) = hkx, +hk; X, +CoX, + > ¢ %™
1=1

Jacobianul F lui f va fi dat de:

F, =¢, F, = —h
F,, =hk F,, =hk, +c,

Observatie — Cod Tn ANA\BDF':

- Functia f:

Tncod: f=f£f x=y(1:2); f=f bdf;
Tabloul xa (-k+1:1, 1:2) contine valorile x):
Tabloul c(1:6, 0:6) contine coeficientii c,,. Exemplu: ¢, = c (k,0);
“k” desemneaza ordinul metodei BDF: 1<k <6.

ff(l) =y (2)
££(2) =-100*y (1) -101*y(2)

f bdf =-h*ff(:) +c(k,0)*y(:)

do 1 =1, k

f bdf =f bdf +c(k, i)*xa(-i+1,:)
enddo

||

- Jacobianul F:



Tncod: F=5¢

JE(1,1) =c(k,0); J£(1,2) =-h;
3f(2,1) =h*100; Jjf(2,2) =c(k,0) +h*101



