Capitolul 4

DEDUCEREA ECUATIILOR DE MISCARE

1 PRINCIPIU DE MINIM ABSOLUT iN DINAMICA
CONTINUULUI ELASTO-PLASTIC, LA DEFORMATII
FINITE

L.H.N. Lee si Chi-Mou-Ni au stabilit (1973) un principiu de minim absolut in
dinamica continuului supus la deformatii finite, utilizdnd conceptul de variatii finite
de acceleratie. Acest principiu generalizeaza la mediul continuu, principiul minimei

constrangeri al lui Gauss — pentru sisteme de puncte materiale.

1.1 Cinematica deformatiei
- In configuratia initiald: pozitia unei particule este dati de X = {X .}
- Lamomentul #: pozitia este datd de x = {x,}

- Istoria deformatiei este:

x,=x,(X,,t) m=123 M=123;

U =U+dU

Cu vectorul deplasare
U=x-X,

sau

Ue=x,-X; (k=K),
rezulta

U =Ug(X,,,0) K=123 M=123;



- Elementul de lungime: dS — initial, si ds — la momentul ¢.

Presupunem ca la momentul ¢, avem o configuratie imaginara C 1in care (in
vecindtatea unui punct), corpul este fara tensiuni §i temperatura este temperatura

initiald ®. Raman astfel numai deformatiile plastice.

Observatie Configuratia C este una conceptuald, si numai sub unele conditii ar putea
coincide cu o configuratie reala. Ea serveste numai pentru a caracteriza relatiile

constitutive m

Tensorul lagrangeean al deformatiilor este dat de
s* —(dS)’ =2E,,dX dX,, K,L=123 (1)
Se utilizeaza conventia Einstein de sumare 1n raport cu indicele repetat. Adica,

explicit, Ey,dX dX, =Y D EdX dX, .
K L

Avem, pentru elementul dS:

=Y dXdX =) 5, dX dX,
K K,L

Sau, cu conventia Einstein:

ds® =dX,dX, =6,,dX dX,,

unde J,, este simbolul Kronecker.
Analog, pentru ds , avem:

ds’ = dxdx,;  de, =) 6)? dX

i
K K

ox.

ds’ =Z(K aX ](Z( dx )] Z‘[z(ax aXl dX . dX,)

i

Sau, cu conventia Einstein:

) Ox;, Ox, Py dx,
6X oX,

S

Notatia derivatelor partiale:
Daca f'este o functie de X,,,M =1,2,3 se noteaza

o

o = ox



Cu aceasta, rezulta

ds® =x,;x,  dX dX,

Si:

ds® —dS? = (x, X, — 6, )dX (dX,

Comparand cu (1), rezulta:

2E =X kX, —Og

Sau, tinand cont de:

x,=X,+U,,

Xix =0 +U, &,

avem, succesiv:

2E =0 YU, N0, +U, )= 0y =00, +0, U, +6,U, +U, U, -6
Cu 6,9, =0, (verificare), rezulta

2Ey, =06xU,;, +6,U, U, U,

in fine, rezulta:

2EKL = UK,L + UL,K + UM,KUM,L (2)

[

Deformatia lagrangeeana se poate Tmparti in partea elastica si cea plastica, prin:
ds’ —dS* =(ds* —ds™)+(ds” —dS*)=2(E}, + E},)dX dX,

Deformatia elastica £, este data de

ox, Ox .
2E,, =| =LK 5. Ix . x,
KL [aXi axj ij i,K7Vi,L

iar deformatia plastica este

2By, = xl:,Kx;:,L —Ox

Deformatia lagrangeeana finitd este data de
Ey=E +Ey

% %k 3k
Fie la ¢t =¢, campurile adevarate de deplasari si viteze

Up(X, X5, X,,0) si Up(X,,X,,X5,1),



care sunt date in corp. Indicele superior ”+” va marca un camp adevarat.
Acceleratia reala U, va fi determinata, cu principiul de mimin, dintr-o multime de
campuri admisibile U care satisfac conditiile cinematice la limitd si conditiile de

continuitate ale corpului.

Acceleratia admisibild a deformatiei se poate exprima prin:
W . N . . . e
EKL - E(UK,L + UL,K + UM,KUM,L + UM,LUM,K + 2(]M,K(]M,L)

Se va presupune ca variatiile de acceleratie nu sunt nsotite de variatii de tensiune

(conform ipotezei din mecanica clasica, si anume, ca fortele nu depind de acceleratie).

1.2 Relatii constitutive
Relatia constitutiva se ia de forma
Ty =Ty (E1’14N7E]'\,/[N’E;[N9®)

adica poate depinde si de viteza deformatiei (dar nu si de acceleratia acesteia).

1.3 Principiul de minim

Acceleratiile reale U} si E;, se disting dintre acceleratiile admisibile prin aceea ca
satisfac ecuatiile de miscare in coordonate lagrangeene:

[T (B +Us )] + 2o (B =U3) =0 3)
Tensiunile Piola-Kirchhoff satisfac conditiile la limitd pe partea 4 a suprafetei
initiale 4°, pe care forta S,, pe unitatea de arie e prescrisa.

[TI;L (O + UAJ:[,L )]NK =Sy

N, este normala exterioard la suprafata A, .

Fie SU o clasi de mici variatii de acceleratie, care indeplinesc conditiile:
- Sunt continue si de 3 ori diferentiabile in domeniul ¥° ocupat de corp in
configuratia C°;
- Se anuleazi pe partea de frontierd 4] a lui C°, pe care deplasirile U sunt
date.
Inmultim (1) cu 6U,, si integram pe V°:

([T, G + U3 D) 80, dV° + [ p°F 80 v — [ p°U 3,80, dV° =0 @
O yo

V(]

Transformam prima integrald — avem identitatea:



[TI;L (O +Un s )]K = [TI;L (O +Uns )5UM ],K ~ T Oy +Uyy, )éUM,K ()
Apoi, cu formula Gauss, transformam integrala primului termen din membrul doi din
(5) in integrala de suprafata:

I[T];L (§ML +U;4,L)5UM ]’KdVO = IT];—L (§ML +UA+4,L)5UMNKdAO = ISM&jMdAO
AL A3

o
Pentru integrala celui de al doilea membru din (5) avem urmatoarele: notand cu

S5, E,, variatialui E,, la variatiile de acceleratie admisibile U, , rezulta:

acc

5EKL = %(&]KL + éUL,K + éUM,1<U1\+4,L + éijM,LU;/I,K)
= %[(5ML + UA+4,L )5(].M,K + (O + UAJ:[,K )5UM,L ]

si

ZTI;Lé‘accEKL = %[ ZTI;L (5ML + U;I,L )5UM,K + ZTI:L (5MK + U]\t[,K )5UML:|

K,L K,L.M K,LM

Pentru claritate, s-a indicat in expresia precedentd, sumarea. In ultimul termen,
schimband indicele L in K, si tindnd cont cd T}, =T, rezulta ca cei doi termeni sunt
egali si astfel,

T 8uEr =T (8 +U, )SU ), 4 (6)
Cu aceasta, integrala termenului al doilea din (5) — membrul doi, va fi:

acc

— [T, EqdV’
VO

Integrala (4) devine, inmultind cu -1,

[P0y 80, ar + [T;6,.,
o e

Eqdv® —[p°F, 80, dv° - [5,680,dd" =0
yo A

sau
[P0 0av® + 14,6, Eqdv’ — [ 'R0V’ - [S6UdA° =0 (7)
o yo yo A
care se mai poate scrie:
5,.J=0 (8)
unde
0 Uz 0 + 0 Oy’ 0 2 0
J=[p A+ [T Eqdv’ - [ p"FUay® - [SUd4 (9)
e o o A9

Relatia (8) arata ca, dintre acceleratiile admisibile, acceleratiile reale fac stationara

functionala J.



Se demonstreaza cd, mai mult, acceleratiile reale minimizeaza functionala J, aratandu-

se ca avem:
JUH-J(0) = —.[T(U+ ~0)ar’ <o
V()

de unde,
J(UT) < J(U)

|
2 FUNCTIONALA JPENTRU UN CABLU

2.1 Functionala J pentru un cablu

Consideram configuratiile si reperele definite in Cap.2, §1, reluate in figura de mai

jos.

Functionala J in care presupunem S = 0 (nu sunt aplicate forte de suprafatd), devine:
0 [“IZ 0 + I 0 Oy 0
J=[p'==dv’+[TiEqdv’ - [ p'FUaV
VO 2 VO VO
Reamintim ci F este densitatea de distributie a fortei pe unitatea de masi. Fie p°

densitatea de distributie a Incarcarii, raportata la lungimea arcului in configuratia

initiala T'°:

o Fdm _ p°dv’® 0 0
P = ds’ =F ds’ =Fpd

(conform: dm = p°dV° = p°dA°ds"), unde A° este aria sectiunii transversale in

configuratia I'°.

Observatie



Daca densitatea de distributie a incarcarii pe lungimea arcului in I este p, atunci

pds
"

Pentru un cablu (notand domeniul sectiunii transversale tot cu 4°), avem urmitoarea

formuld de calcul pentru integrala de volum:

[tPyar® = [ds° [t(P)da"

In particular, daca f(P) = constant pentru P € 4°, rezulta

j f(P)dV° = jf(P)AOars0

Cu ipoteza ca vectorii deplasare U nu depind decat de s (sau: sunt aceiasi in toate

punctele sectiunii transversale) — Cap.2, §2, rezulta
_ 0 40 [“JZ 0 + 7 0 (U 0y’ 0
J = J.p A Tds + J-TKLEKLA ds J.p Uds
re re re

sau

U2 .. .
J= _[(po 7"‘ AT, Ey, —p°U)ds’
r()
in care
—o _ dm _ 040
ds’
este densitatea de masa pe unitatea de lungime initiala.

Forte concentrate

Daci la abscisa s° = &° este aplicati o forta concentratd P, distribuim uniform P pe
un segment [s;,s5 ] in jurul punctului &°:

P
R T
Integrala ultimului termen din (2) devine
P
AS 0

P

o U(s")ds® =

J(P) = j TU(SO)dSO

Cu teorema mediei rezulta

P

0

J(P)=—U(&)As" =PU(¢E), unde s < E<s) .

Facand s, — &°,s) — &%, rezultd & — £°, 5



J(P)=PU")
|

Mase concentrate

Analog, o masi m concentratd la s° = £° o distribuim uniform pe segmentul
0 0
[s,,s,], avem

—0

m
As®”
si integrala primului termen din (2) se scrie:

im0 .
O oL

unde s) < &<s). Ficand s),s) — &° rezultd & — £° si
1.
J(W)=EWU2(§°)

Cu acestea, functionala J pentru un cablu ia forma

U2 L e .. .. |
J = j(p(’ 7+A°TKLEKL -p’U)ds" - > P,U, +ZEmLU§
ro J L

in care U ;= I"J(gg/(.’) , 51 sumele se extind la fortele, respectiv masele, concentrate pe

cablu.

2.2 Expresia T, E,,

2.2.1 Explicitarea in reperul (local) P&E E)E)

Reamintim rezultatele din Cap.2:

- Tensorul tensiunilor Piola-Kirchhoff:

r. o4
&é dS
Too :O: (aaﬁ)i(lal)
Salp
in care
. T
o= s



* . ~ A " . ~ . . .o
unde: 7" = forta axiald in p (in configuratia deformati I'); 4° = aria sectiunii
transversale in P (in configuratia nedeformati I'’); & = tensiunea in p, referitd la

aria nedeformatia A° .

- Tensorul lagrangeean al deformatiilor:

dU 1dU dU
E,,=0""—+-—"—.
e ds® 2ds" ds°
E§°¢° =0, pentru (o, B) #(1,1).
asp

Derivand, rezulta:

: dU dU dU
E,,=0"—+—.—,
e ds" ds® ds°
. dU dU dU dU dU dU . dU
Eoozﬂo' + : + . :90+——+
Siel ds" ds® ds"  ds® ds° ( dso)ds0

unde termenii nescrisi nu contin U . Sau:

E§P§10 :VF‘F...
si

.. du (ds° ).
T oo = Vﬁ(g}’ *

Acum, tinand cont de 7y, E, = scalar , adica este independent de reper, avem

TyE =T, £ B e = Tz E oo

rezulta

.. dU (ds° ).
TKLEKL :Vds—o(gJU-i—

2.2.2 Explicitarea in reperul (general) OX X, X,

Acelasi rezultat se obtine lucrand in reperul OX, X, X,, In care E,, este dat de (2):
2B, =Uy, +U,  +U, U, .

Derivand, obtinem:

24 =Uy, +U,  +U, Uy +U, U,y

Aceasta, conform:
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d (U (X)) 3°Ug(X,t) 0 (U (X,0))_aUy
dt\  oX, o1oX | X, ot X,

|
Uk

2B, =Uy, +U, +U, U, +U, U, +20, U,

Apoi,

2T Ey =TqUs, +TU,x +ToUpkUns +TUp Uy + oo

unde termenii nescrisi nu contin U .

n membrul doi, conform T, = T, , primii doi termeni sunt egali, si la fel termenii
trei si patru, rezulta:

TKLEKL =Ty (UK,L + UM,KUM,L) T

Tensorul de ordinul doi Piola-Kirchhoff in OX1.X> X3 este dat de

ds’ .

Ty = (g)(T@?(@OL-
Cu aceasta, rezulta:

.. ds® e 0 0 .. 0 0
T Ey :g (UK,L®K®L +UM,KUM,L®1<®L)"'~--
Avem:

. oU, dX, dU “ ou,, dx, dU
U, e°=""K=2L_Z"K. U @ =m0 _"Zu
SR ox, ds® ds® METE S ox, ds® ds®
Rezulta:

. ds" .(dU du,, dU
]hE“:cba(ﬁf®%+dﬁ»ﬂyj+
Sau:

. ds® (dU __, dU dU
T E, =—o6| —0" +——— |+

KEZRE T s [a’s0 ds’ dsoj

ds . dU(_, dU ds" . dU

T wE, =—6—|O0 +— |+...=—06—V+

e dscw( wJ ds ~ ds°

regasindu-se expresia din 2.2.1.

2.3 Functionala J pentru cablul discretizat

Punem

J=J, +J,—J,



unde
J, = Ip 5 ds +Z m, U2
J, = [ AT By ds’
l—~0
Jy = J.I)OUdSO +ZFJUJ
r J

Reluim discretizarea cablului — Cap.2 —in N+1 arce T’y :

S-anotat: I'y =[sy,sy,, 1, Asy =sp., —s¢, K=0,N.

Expresia J;

Integrala din J,, devine:

j ds —Zj

K= 01"0

Cu U functie liniara de s° —v. Cap.2,3.2,

U U
U(SO):UK+M( s—sy), s'ely
K
avem
%o —o .. .. 2
I...z p—{UK+M(s—s,O<)} ds’ =
b o 2 Asy
i 2as0 4 20, Yrn =V (A50)* | Uy ~U,)" (Asi)’

0 2 ASO 2 3
K (As)

o\‘b N‘m

Rezulta:

11

—0
Py B0 0,0+ 0,7 20,0, )= 2 a0, 4 0,0, 40,

2
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Mo’ . ., | N
lez?m [ 24U, U0,,+U,, ]+ZEmLUL ,

=0 L
Daci un nod X este fix, atunci, U « =0 (exemplu nodurile 0 si N+1).
[

Integrala J,

Avem:
J, —jA T E,, ds® _jrv%ds _Z)I
K=0r0

0

unde T = dL&AO.

ds
J.-“: _[ Ty Vi L()deo =T Vi (Ug, =Ug)
Ty sy Sk
Rezulta:

N N
J, = ZTKVKUKH - ZTKVKUK
K=0 K=0

Sau, inlocuind in prima suma indicele K cu K-1,

N+1

N
J, = ZTKAVK—IUK - ZTKVKUK
K=l K=0

Punand, prin conventie, V_; =0, in prima suma indicele de sumare poate lua valori
de la 0 la N+1. Analog, punand V,,, =0, in ultima suma indicele K poate ia valori de

pana la N+1. Astfel, se obtine:
N+1 .
= Z(TK—IVK—I - TKVK )UK
K=0
cu conventiileV_, =0, V,,, =0.
u
Expresia J3

Presupunem ci p°(s”) este continui pe I'’, si este functie liniard pe I'y (Cap.2,

3.2),

Y
P (") =py +EE—H(s—sp); st ely,

K
A 0 0,0 0 00,0
incare py =p (Sg), Pra =P (Sguy)-

Integrala din J,, devine:
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ijUdso = i ijI"stO
&

K=0r2

Avem, omitand detaliile de calcul:

0
SK 41

o o . .
I o[ YUk —U 0y |gs0 =
J....: SJI;( pK+%§){K(S—sK)}[UK+$(S—SK) ds” =...

ry K

1 . .
ngslg [(ZPOK +p(1)<+1)U1< +(p01< +2p0K+1)UK+l]

. N1 .. N1 ..
IpOUdso = Z:EASIO< p% +pr. U, + ZEASIO( Py +2py. Uy,
o K=0

K=0
N1, 0 0 \F &1, 0 0 \§
= Z_ASK (2px +Px.1)Ug +Z_ASK—1 (Px +2px)Uyg
k206 k6

Cu conventia As’, =0, As},, =0, indicele de sumare in ambele sume poate lua

N+1
valori de 1la 0 la N+1.
Rezulta:
—Mqhw O +2(AsS, + A )Y +Asp?, JU PU
J3_zg kP T 2(As +As )Py + APy, K+Z sV
K=0 J

cu conventia As’, =0, Asy,, =0.

Sau, punand
i —
PK — E[Aslg—lp?(—l + Z(AS[O<_1 + AS10< )p?( + AS10<p(1)<+1 ]+ PK

unde P, este forta concentrati din nodul K (in particular, putem avea P, =0),

rezulta:
N+1 ..
Jy = ZPKUK
K=0

In J,, P, este forta echivalenti de nod, data de expresia de mai sus.

In particular, in cazul unei incirciri uniform distribuite pe I'’, p(s”) = p° = constant,

rezulta
1 _
P, = E(Asz—l + AS10<)p0 + Py
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3 VARIATIA LUI J. ECUATIILE DE MISCARE Sl
ECHILIBRU.

3.1 Ecuatiile de migcare gi de echilibru

Avem

J=J, +J,-J,

si

8 o = 8y +8,0idy = 8,00

Calculam variatia functionalelor J,,J,,J, . Notand, pentru moment, cu J,, primul

termen din J,, avem:

acc

N =0
p .o .o .o .o .o . .o .o
Opec i = Z?Asz [2U1<6U1< +0U U, +U U, +2U;, 0U,

K=0
M p? .. .. .. M50 .. .. ..

= Z?ASIO((Q’UK + Uy, )oU, + Z?AS]O((UK +2U 4, )0U
K=0 K=0

Schimbam in a doua suma, indicele de sumare K in K-1, aceasta devine

N+1,5° 0 e . .
2—6 As® (Uy, +2U0 )00,
K=1

Cu conventia As’, =0, As},, =0, indicele de sumare in ambele sume poate lua

valori de la 0 la N+1.

Rezulta:

N+l —=

0
Opect) = Z%[AS10<1U1<1 +2(A510<71 +AS1O< )UK +AS10<[”JK+1]éI“JK +Z”_7LﬁL5ﬂL
xK=0 3

S,
~
Il
;ﬁ
&

=

acc

In relatiile anterioare:
AS?IIO,AS?]H:O; V—IZO’VNH:O' (*)

Anuland coeficientul lui 8U, in &,..J =0, se obtin ecuatiile de miscare:




15

—0
Polast U+ 208y, + AU+ A5 0 T 0

@
+ TK—IVK—I - TKVK - PK =0
Anuland U, in ecuatiile anterioare, se obtin ecuatiile de echilibru:
Ty Vi =T Vi =P =0 (1D
Punand
£, (U) =Ty Vi, —Ti Vi (II-a)
ecuatiile de echilibru se scriu:
f,(U)=P, (IL-b)

In ecuatiile anterioare,

v=[..,uLuzul, . ]

Ecuatiile I-111, se scriu pentru K =0,1,..., N +1, cu conventiile (*)

Daca nodurile 0 si N+1 sunt fixe, atunci ecuatiile se scriu pentru nodurile libere

K=1..N.In particular, in acest caz,

7
v=|u. vk, UL U U, UL U U

3.2 Cazul nodurilor partial libere

Sa presupunem ca pentru nodul de indice S (de exemplu S = 0 sau S = N+1) avem
U;=0, U, =0,

adica deplasarea nodului este fixata in directiile 2 si 3, si libera pe directia 1.

Campul admisibil de acceleratii va satisface constragerile U Y=0,M=23,si
variatile de acceleratie admisibile vor satisface U Y =0, M =2,3.

Considerdm expresia J,,.J =0 proiectatd pe axele 1-3: pentru termenii corespunzand

lui K = S, rdmane numai proiectia corespunzand directei 1. Asadar, in acest caz,
pentru nodul S, se va genera numai ecuatia dupa directia 1. Pentru nodul S, vectorul U
va contine numai coordonata 1 a deplasarii nodului. De exemplu, pentru S = 0, vom

avea:

v=|v,uluu;, .l
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3.3 Cazul excitatiei seismice

3.3.1 Functionala J

v

u,,u ;:a(t)

g’7g

Cu referire la figura de mai sus:
Acceleratia relativa la baza structurii este i ; acceleratia bazei (acceleratia de

transport) este #, = a(t) . Acceleratia absolutd (referitd la reperul fix @), va fi datd de

i, =ti+a(t)

Functionala J pentru un cablu (2.1)
_, U? - 0 0 — . |
J=[(p' =+ ATLE —p*U)ds’ =Y P, U, + Y —im, U
o 2 L K 2
ia forma

o [”j+a 2 .o .. — .. |
J, = I(pO%MoTKLEKL -p U+ ands’ = S P (U, +a)+ X, (U +a)’
o L K

Sau, desvoltand si pastrand numai termenii care depind de acceleratiile U,
Jy=J+a[p"Uds’ +ay m, U,
0 K
- J

in care s-a notat

J,=a|p"Uds’
l—~()
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Discretizarea

Ne referim la cablul discretizat (§2.3). Cu
LUk -U

U(SO):I“JK K( _SK)
K
rezulta:
N U -U N
J, =asz°[UK+ KZSO K (s sK)} =a) J,
K=0r0 K K=0
S-a pus

| ..
= pIgE(UK +UK+1)ASIO<
Rezulta
S L = 040
ZJK = zapl{ Uk +Z PrAs Uy,
K=0 K=0 K=0

In a doua suma inlocuim indicele de sumare K +1=17, K =7 —1. Tinem cont de

U,=0U,,, =0, rezulta
N N+l 0. 0 N+l 0w
ZJK 22 ASU +z p11AS11
K=0 K=0
N+11 o
= Zz(pK 1As gy +p1<AS )U
K=0
Sau,
N+1 N+1 .
ZJK = ZszK >
K=0 K=0
unde

. 1 _
my za(p[g—lAS[O{—l +plgAS10<)

este masa echivalentd de nod din masele distribuite.

Cu acestea, functionala J devine

N+1
Jy=J+a) (mg +m ) U,
K=0

Reamintim ca m, noteazd masa concentratd in nodul K.

In fine, notand masa echivalenta de nod cu
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ech

—_— a T
my —mK+mK,

functionala J ia forma

N+1
echy"
Ji=J+a) m"Uy

K=0

3.3.2 Ecuatia de migcare a nodului K

Avem
N+1 -
_ ec
5acc‘]l _5ach+aZmK w](
K=0

Anuland coeficientul lui U . , ecuatia de miscare a nodului K este:

Membrul I din ecuatia () - §3.1+m"a=0

ech

Sau explicit, trecand termenul m;"a in membrul doi:

—0
Plast U+ 208y, + AU+ A5 0 T 0
+T Vo, TV, =P, —m"a

Concluzie:

In cazul excitatiei prin acceleratie aplicatd suportului, ecuatia de miscare a nodului K

este ecuatia [-§3.1, in care in membrul doi, P, se inlocuieste cu

ech

P, —m; a.

4 MATRICEA DE RIGIDITATE TANGENTA

4.1 Matricea de rigiditate tangenta

Fie ecuatiile de echilibru (I1I):

f,(U)-P, =0, K=12,...,N

unde, conform (III-a),

fe(U) =Ty Vi, =T Vi

Ecuatiile de echilibru se pot scrie

F(U)=f(U)-P=0 (1)

in care:
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_fll_ _Pll_ _Ull_ _Ul_
1 P’ Uy | |Us
A R’ U’ | |Us
f(U) = . ; P = . ; U = . =
fx Py Uy
fi Py Uvl| | -
L fx Py | U] LU,
Observatie

In practica, coordonatele vectorului U se vor nota cu indici consecutivi, 1,2, ..., n,

unde 7 =3N . O functie va da legitura intre indicii coordonatelor Uy, K =1, N,

L=13§iU,, j=Lnm

Ecuatia (1) se rezolva prin metoda Newton, prin schema de iterare

A(UNMAU =-F(UY) 5
U™l = g9 4 AU 2)
si U =dat.
In aceste expresii:
6 M
A(U) — fKL
ou;
este jacobianul lui f, numit matricea de rigiditate tangentd; i este indicele iteratiei.
Explicit,
o o o of, |
ou! oeU} oU} T oU;
o off off of;
AU =\pu? ou? oUu? T oU}
o A A A
oU! eu} ouU;, = oU; |

Tinand cont de expresiile lui V, si 7, — Cap. 2, §3.2 — si anume:

UK+1 — UK

—K + 9"
ASK

Vi =
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rezultd ca f, depinde numaide U, ,U, si U,,,. Explicit:
fo =T Ui, UgoUs s U U Ugs U o Ui Uiy)

Astfel, rezulta:

f
aKL = ..pentru J #K —-1,K,K +1
U™
of 0
aUKj ~ o TV STV I =K LKK
m

Calculul derivatelor partiale

Avem:

oT,

Uy,

0T, _ A AYY T Vil

Uk V| Uk

OT, A ALY) -T2 o[V

aU[?H |VK| . aU[?H

Deducem o formula auxiliard. Avem:
V[ =Vv.v,

|V|M - V@_V
oUu oU

2

av_1yav
oU |V| U

Pentru a calcula derivatele lui |VK , tinem cont de formula de mai sus.

Consideram V, in baza {I,,I,,I,} a coordonatelor X, X, X;:

1
Vi = F(UILGl —U£)+9£L I,

K

Avem:

oV, _ 1
UL AT
oV, 1

L

aUv[iﬂ ASIO<



oV,
oUL

=0

Rezulta:

8|VK| !

..pentru J # K, K +1

—1 B _VKL

oULE |V,

8|VK| 1

« Asy L ASIO(|VK|

1 _VKL

oU

= —1, =—
K+l |V1<| Asy ASK|VK|

Rezulta astfel:

oT,
oUx

or
=y
UL

oT,

=da
L K
oUy.,

unde

Analog:
a]WK 1

My __,
out,
Ty,
Ut~

aTK—I
aUIéH

Rezulta:

of 0

oUL.  oUL,

_ L
=—ay Vi, — Ty,

0
(Tia Vi) + 2o (T Vi)

K-l

0

1
—I
Aszf1 L

21
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of, 0Ty N oV, B oT, B A
out oul T M aul  euk t T oauk
1 -1

= alLf—lVK—l + T, —OIL - (_aIL()VK —Ty _OIL
K-l K

T T
:Clé_lVK_l-f‘a]];VK-f-( K1, K JIL

Asg,  Asy
of 0 0
= T..V +—(-T.V
aUII;H aU]](‘H( K-1 K—l) a IIQH( K K)
0
L 1
=—ay Ve —Ty _()IL
K

Rezultatele anterioare dau:

of _ Al
UL K
of
aUz = A1L<71 + A1L<
of AL
oU ., :
unde

0

T,
Ay = A; I, +a;Vy
K

Coordonatele vectorului A% (L =1,2,3),inbaza {I,,} sunt

T
A =L iy, M =123

0

Sk
sau:
AM Ty S +ﬂ~(1)<A10<Y1? _TI? .VKLVI?/[
K ASO ASO 3
K K |VK|

Observati ca avem
IM _ ML

AK - AK

[

Alta expresie pentru A4,

Avem urmadtoarea identitate: din expresia lui 7, rezulta



A Ay -T2
K |KVK | K :i?(AngI? _TK
K

Cu aceasta, avem:

viavr |1

V' |asy

A =|To™ + (A AgY¢ = Ty)

In particular, programul NELSAS utilizeazi aceasta expresic m

Cu cele de mai sus rezulta:

afK]w __ALM
L - K-1
aUK—l
or
S = A A
6f1?4 _ —ALM
L - K
al]KJrl
si
M
6f’<L:0, pentru J # K —1,K,K +1
oU -
|

4.2 Structura ecuatiilor liniartizate
Sé introducem matricea derivatelor partiale ale functiei f, in raport cu

U,={UUU}, J=K-1,K,K+1:

o o o |
oU, oU;, oU,
] :[afq Ry
K7 ]L\/[=7123

ou*t oUl oU: ouU;
o o I
oU, oU; oU,

(M = indice de linie si L = indice de coloana)
Cu aceasta, ecuatiile liniarizate (2) se scriu — suprimand pentru convenienta,

argumentele si indicii superiori:
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f, f., .. f., AU, P —f
£, f, . | AU, | | P,
f,, f., ... f.,|AU,| |P,—f,

unde

AU},
AU, =|AU; |, J=1,N
AU}

Tinand cont de

afKL =0 pentru J # K -1L,K,K +1,
oU -

rezulta

fo, =0, J#K-LKK+1.

Astfel, structura ecuatiilor (2) este:

e AU :
0 frw, fox foxa 0 .| AU |=|Pp -1,
_ AUKH .
Sau, ecuatiile (2) iau forma:
AU,
[fK;K—l : fix : frkn _A_I_J_K_ =Py 15 K=12,...N 3)
AIJK+1

Cu expresiile derivatelor partiale din 4.1, de exemplu pentru J = K —1, prima linie

(M =1) amatricii f, . este:

a_f‘]; __All af\]; __AZI af\]; _ A3l
1 - K-1° 2 - K-1° 3 - K-1
aUK—l aUK—l aUK—l

si astfel,
11 21 31
an - AK—] - AK—] - AK—]
_ K _ M | | g2 iy 3
fK;K—l - { :|M1 - - [_ AK—I ]’Z’Z’I}ff - AK—l AK—l AK—l
=1,2,3

13 23 33
- AK—l - AK—l - AK 1
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Introducand matricea
All AIZ A13
K K K
21 22 23 ML
AK = AK AK AK = [AK ]M=1,3
VEREENE: L=13
K K K
(M indice de linie si L indice de coloana), rezulta:
T
fK;K—l =-Ag,
si analog,

AT T
fK;K = AK—I + AK

fo, ., =—AL

KK+l
unde indicele superior 7" desemneaza transpusa.

Cu cele de mai sus, ecuatiile (3) iau forma:

[_AZI;—I : AQ—] +AIT< : _A1T<]' _A_I_J_K_ =Py _fK

Reamintim acum cd 4. = A", deci A} = A, .

Cu aceasta, ecuatia nodului K ia forma finala

AU,
[_AK—I : A +Ag : _AK]' :A:I:J;: =P, —f;
AU,
unde:
A =| Tt v - e | L
| K| Ask

Ecuatiile anterioare se scriu pentru fiecare nod (liber) K al cablului.

]

Observatie asupra liniarizarii ecuatiilor

Ecuatiile neliniare de echilibru ale nodului K (unde K =1,2,..., N ), sunt:
fr(Ug s Ug, Ugy)—Pr =0

Schema de iterare (2) revine la desvoltarea in serie a membrului 1ntai, in jurul

configuratiei curente I'”, pan la termenul de ordinul intdi in AU :

of .
L

fo =l +ZaU AUE + ...
J,L

J |r®
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incare J=K-LK,K+1, L=123,iar AU* =U* -U"".

Matricea de rigiditate tangenta este matricea coeficientilor termenului de ordinul Intéi
in AU .

Inlocuind in membrul I, neglijand termenii de ordin superior, si suprimand pentru

convenientd indicele ', obtinem:

of
D AU =P —f ()
J,L J

Explicitand suma din membrul I dupa indicele L (L =1,2,3), avem:

D ( ale AU +
~ ouU}

f f
o AUJ2+—8K

AU =P, —f. (...
an aU; J) K K( )

Proiectand pe axele M =1,2,3, se obtine:

orM orM orM
2(6@1 AU + a’;';z AU? +6J%AU5) =PM — f¥(.)
J J J J

care se mai scrie

1

orM  ofrM  prM J
z{@{j‘ 8{}(2 8@(3} aus |=[pe - p: J=K-LK,K+1; M =123
J J r ; X

AU;

Explicitdnd acum suma din membrul I (/= K+1, K, K+1), avem:

A
[6%?4 o }A

Ul AU!

S Tark et o N
n > 3 Uy, |+ AU
aUK—l aUK—l aUK—l

" leul eu: aUl

AU} AU,
Al];<+l
o o o > | _[pM _ om
+ 1 2 3 AU1<+1 - PK _fK
aUK—H al]K+1 8(]K+1 AU13(+1
Sau, cu expresiile din 4.1 ale derivatelor, avem:
AU} AU},
Foap - - A, [+l s aly @i aly o4+ 40| v
AU} AU,
AU}(H
el - - avy, =R -]
AU[3<+1

Introducem, ca inainte, matricile
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AU}
AU, =|AU; |, J=K-1,K,K+1,
AU}
si
All AlZ Al3
K K K

Ay = AIZ<l A12<2 A12<3 = [A?L Larois
A AP 47
(M indice de linie si L indice de coloand)
Considerand ecuatiile anterioare pentru M =1,2,3, regasim ecuatiile nodului K:
AU K-1
[_Ai—l | Ai_l +AIT< | _A1T<]' AUy | =Py -1,
AUKH

Sau, cu 4. = A", AL = A, , regasim forma finald a ecuatiilor nodului K:
AU,

[_AK—I |AK—1+AK |_A1<]' AUK =PK_fK
AU

K+1

4.3 Calculul in domeniul plastic — in programul NELSAS

A
e}
ol
YO ...... \l
0 /N YY
> ¢
el e eliml
< ............................. >
AV @
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In iteratii, se lucreazd cu modulul de elasticitate Y°, acceptandu-se depasirea lui ol -
intrucét o corectie urmatoare ar putea face o < ol.

La iesirea din iteratii se verifica daca existd elemente pentru care o > ol si e < eliml.
Daca exista, se pune o = ol si elementul se marcheza — printr-un cod — ca intrat in
zona plastica.

Daca LNIP # 0, se initiaza iteratiile in domeniul plastic, in care se lucreaza cu
modulul de elasticitate secant YY. Vezi Figura de mai sus.

In acest caz, matricea de rigiditate tangenti trebuie modificata, intrucat YY devine
functie de U. Calculul se reia (cu punctul de referintd (o0, £0)).

Avem:

1_
yy=2 O(-)Oa e—e0= LAV, AVO = V|-V =] V]-1
e—e

Mai general, pentru referinti la I'”, inlocuim ¢0,e0,si V'”, respectivcu o”,e"”,

si V. Cureferinti la I'”, avem:

_ol-00
|V[-1

In plastic, avem:

B 470l
=
| Vi |
Observatie

Aceasta rezulta si din expresia generald a lui 7, (4.1), in care inlocuim Y, ,? cu Yy

_T1?_/1(1)<Y1?A13 + 0 vo _ T1? +/10Y0A0 |V1< |_1
K — KKK — KKK
| Vi | | Vi | | Vi |
B T 0 al—aO_A,gal .
SVl T IVe Vi

Cu expresia de mai sus a lui 7, rezulta:

G‘TK_OIG(IJ:AOI—I 3| Vy |

out Ul \ v 1) TV Ut

Sau, cu expresia ultimei derivate (v. 4.1), rezulta:

T, Agol Vi T, V¢

OUE  AsY |V, [P Asy VP

Cu aceleasi notatii ca in elastic, avem
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oT, oT,
Ul =T ot
K K+1
unde:
7
K
Asg |V |’
Cu
T
A,L< = KO I, +a,L<VK, A,ﬁM = KO oM +a,L<VKM,
K SK
rezulta
g _ Ty S™M _ Ty VKLV[éu.
A AsS |V, |
Sau:
AWM _ Ty [é-LM_VKLV[?/[J
K
Asy | Vi P

Aceasta expresie se aplicd pentru un element care a intrat In domeniul plastic. Pentru
celelalte elemente, se aplica expresia generald din 4.1. Iteratiile continud cu aceasta
expresie a matricii de rigiditate, la fiecare iteratie actualizdndu-se modulul YV, pentru
elementele care au intrat 1n plastic.

5 CAZUL RETELEI

5.1 Functionala J

Presupunem ca in nodul K, vin cabluri pe doud drumuri orientate I si I — v. Figura de

mai jos.

K-1,1 K-1,1I
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Functionala J va fi, pentru retea,

J=J,+J,—J,
unde

N, Ny

J, = j( )ds,+j( dash =3+

ry K=0 K=0

) ()

Pentru simplificare, in J, nu s-au mai scris termenii corespunzatori maselor si fortelor

concentrate.
Explicit,
Py . L
Z : A [U KUK+1,1 +U1<+1,1 ]
Ny p[[ [ ) e . 2] 1_ ..
+Z ASKU UK +UKUK+1,11 +UK+1,II +Z§mLUL
L
N;+1 B N+l )
J2 - Z(TK—LIVK—LI _TK,IVK,I)UK + Z(TK—I,HVK—I,[I _TK,HVK,H)UK
k=0 K=0

N+l

= ZPKIU + ZPKHUK >

in care P, , (J =12) este dat de expresia din 4.2.

Expresiile anterioare se generalizeaza in mod natural, dacd in nodul K vin cabluri pe

mai multe drumuri orientate.

5.2 Ecuatii de migcare

Daca 1n nodul K vin cabluri pe doud drumuri orientate I si II, ecuatiile de miscare ale

nodului iau forma:
P [As U, 2000, +AsS U, +As0 0, ]
K-1,1 K 1,7 K-1,1 K.,I K K.,I K+1,1

p . . .o
— [ASK 111U1< LI +2(AS1< W +ASK 11)U +AS1< 11U1<+1,11]+m1<U1<

+ (TK—I,IVK—I,I - TK,IVK,I ) + (TK—I,II K-1,10 — TK,HVK,H )
Py, =Py = 0
In general, pentru un numir de drumuri orientate incidente in nodul X, ecuatiile de

miscare ale nodului vor fi:



—~0
P .. .. .. N
Z?J [ASIO(—I,JUK—I,J +2(Asi Ly, +Asg U +Asp Uy, ]+ my U
7
+ z (Tx 1y Vias =T Vi)
7
-2 P, =0
7

Sumele se fac da la J =1, la J = Numarul drumurilor incidente in nodul K.

Sau:

—0 —0 —0

P 3 P 5 P —
Z?JASIO(—I,JUK—I,J + (Z?Jz(mzu + ASIO<,J )JUK + Z?JASIOGA,JUKH,J + mKUK

J J J

+ Z (Tx 1y Vias — T Vi)

J
-> P, =0

J
In particular, daci p! = p° (acelasi pe toate drumurile J), si punand
P, = ZPk,J >

J

ecuatiile de migcare iau forma

—0
p .. .. .. _
?{ZAS,O(_LJUK_I,J + (Z 2(A510<_u + ASJO<,J )jUK + ZAS]O<+1,JUK+],J:| +m Uy
7 7 7
+ Z(Tk—l,JVk—l,J —Tx,Vks)
7

~P, =0

5.3 Ecuatii de echilibru

Ecuatiile de echilibru ale nodului X vor fi:

fK (U) - PK = 0 B

in care:

f (U)= Z(TK—I,JVK—I,J - TK,JVK,J) 5 P, = ZPk,J .
J 7

Explicit, in cazul a doua drumuri incidente in nodul K:

fK (U) = (TK—I,IVK—I,I - TK,IVK,I) + (TK—I,IIVK—I,II - TK,IIVK,II)
P, = PK,I + PK,I[

Astfel, ecuatiile au structura

fK (UK—I,I ’UK—l,II’UK ’UK+1,I ’UK+1,II)_ PK = 0 :

Ecuatiile

P>
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A(UNAU = -F(U")

vor avea structura

FAL T—AZ AL A F AL AT —AL A TAT =P o,

Ecuatiile si structura lor, se generalizeaza in mod natural, daca in nodul K vin cabluri
pe mai mult decat doud drumuri orientate.
Observatie

Pentru deducerea structurii ecuatiilor, nodurile conectate cu K pe drumul J, au fost
notate K —1,J si K +1,J . Practic, nodurile se noteaza continuativ. Expresiile AéM
sunt cele anterioare, si se vor referi la oricare segemente de cablu (K —1,K) sau

(K,K +1), incidente pe un drum in nodul K m
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