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Capitolul 4 
 

DEDUCEREA ECUAŢIILOR DE MIŞCARE 
 

1 PRINCIPIU DE MINIM ABSOLUT ÎN DINAMICA 
CONTINUULUI ELASTO-PLASTIC, LA DEFORMAŢII 
FINITE 

L.H.N. Lee şi Chi-Mou-Ni au stabilit (1973) un principiu de minim  absolut în 

dinamica continuului supus la deformaţii finite, utilizând conceptul de variaţii finite 

de acceleraţie. Acest principiu generalizează la mediul continuu, principiul minimei 

constrângeri al lui Gauss – pentru sisteme de puncte materiale. 

 

1.1 Cinematica deformaţiei 

- În configuraţia iniţială: poziţia unei particule este dată de }{ KX=X  

- La momentul t: poziţia este dată de }{ ix=x  

- Istoria deformaţiei este: 

),( tXxx Mmm =  3,2,13,2,1 == Mm ; 

 

 

 

 

 

 

 

Cu vectorul deplasare  

XxU −= ,  

sau 

KkK XxU −= ; )( Kk = , 

rezultă 

),( tXUU MKK =  3,2,13,2,1 == MK ; 
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- Elementul de lungime: dS – iniţial, şi ds – la momentul t. 

 

Presupunem că la momentul t, avem o configuraţie imaginară *C  în care (în 

vecinătatea unui punct), corpul este fără tensiuni şi temperatura este temperatura 

iniţială Θ. Rămân astfel numai deformaţiile plastice. 

Observaţie Configuraţia *C  este una conceptuală, şi numai sub unele condiţii ar putea 

coincide cu o configuraţie reală. Ea serveşte numai pentru a caracteriza relaţiile 

constitutive ■ 

 

Tensorul lagrangeean al deformaţiilor este dat de 

3,2,1,,2)( 22 ==− LKdXdXEdSds LKKL       (1) 

Se utilizează convenţia Einstein de sumare în raport cu indicele repetat. Adică, 

explicit, ∑∑=
K L

LKKLLKKL dXdXEdXdXE . 

 

Avem, pentru elementul dS: 

∑∑ ==
LK

LKKL
K

KK dXdXdXdXdS
,

2 δ  

Sau, cu convenţia Einstein: 

LKKLKK dXdXdXdXdS δ==2 , 

unde KLδ  este simbolul Kronecker. 

Analog, pentru ds , avem: 
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Sau, cu convenţia Einstein: 

LK
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∂
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Notaţia derivatelor parţiale:  

Dacă f este o funcţie de 3,2,1, =MX M  se notează 

M
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∂
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■ 

Cu aceasta, rezultă 

LKLiKi dXdXxxds ,,
2 =  

şi: 

LKKLLiKi dXdXxxdSds )( ,,
22 δ−=−  

Comparând cu (1), rezultă: 

KLLiKiKL xxE δ−= ,,2  

Sau, ţinând cont de: 

IIi UXx += , 

KIIKKi Ux ,, += δ , 

avem, succesiv: 

KLLIKIKIILLIIKILIKKLLIILKIIKKL UUUUUUE δδδδδδδδ −+++=−++= ,,,,,, ))((2  

Cu KLILIK δδδ =  (verificare), rezultă 

LIKIKIILLIIKKL UUUUE ,,,,2 ++= δδ  

În fine, rezultă: 

LMKMKLLKKL UUUUE ,,,,2 ++=        (2) 

■ 

Deformaţia lagrangeeană se poate împărţi în partea elastică şi cea plastică, prin: 

LKKLKL dXdXEEdSdsdsdsdSds )(2)()( 22*2*222 ′′+′=−+−=−  

Deformaţia elastică KLE ′  este dată de 
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iar deformaţia plastică este 

KLLkKkKL xxE δ−=′′ *
,

*
,2  

Deformaţia lagrangeeană finită este dată de 

KLKLKL EEE ′′+′=  

* * * 

Fie la 0tt =  câmpurile adevărate de deplasări şi viteze 

),,,( 321 tXXXU K
+  şi ),,,( 321 tXXXU K

+& , 
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care sunt date în corp. Indicele superior ”+” va marca un câmp adevărat. 

Acceleraţia reală +
KU&&  va fi determinată, cu principiul de mimin, dintr-o mulţime de 

câmpuri admisibile KU&&  care satisfac condiţiile cinematice la limită şi condiţiile de 

continuitate ale corpului. 

Acceleraţia admisibilă a deformaţiei se poate exprima prin: 

)2( ,,,,,,,,2
1 ++++ ++++= LMKMKMLMLMKMKLLKKL UUUUUUUUE &&&&&&&&&&&&  

Se va presupune că variaţiile de acceleraţie nu sunt însoţite de variaţii de tensiune 

(conform ipotezei din mecanica clasică, si anume, că forţele nu depind de acceleraţie). 

1.2 Relaţii constitutive 

Relaţia constitutivă se ia de forma 

),,,( Θ′′′′′= MNMNMNKLKL EEETT &  

adică poate depinde şi de viteza deformaţiei (dar nu şi de acceleraţia acesteia). 

1.3 Principiul de minim 

Acceleraţiile reale +
KU&&  şi +

KLE&&  se disting dintre acceleraţiile admisibile prin aceea că 

satisfac ecuaţiile de mişcare în coordonate lagrangeene: 

[ ] 0)()( 0,, =−++ +++
MMKLMMLKL UFUT &&ρδ       (3) 

Tensiunile Piola-Kirchhoff satisfac condiţiile la limită pe partea 0
SA  a suprafeţei 

iniţiale 0A , pe care forţa MS  pe unitatea de arie  e prescrisă. 

[ ] MKLMMLKL SNUT =+ ++ )( ,δ  

KN  este normala exterioară la suprafaţa 0
SA . 

Fie U&&δ  o clasă de mici variaţii de acceleraţie, care îndeplinesc condiţiile: 

- Sunt continue şi de 3 ori diferenţiabile în domeniul 0V  ocupat de corp în 

configuraţia 0C ; 

- Se anulează pe partea de frontieră 0
SA  a lui 0C , pe care deplasările U sunt 

date. 

Înmulţim (1) cu MU&&δ  şi integrăm pe 0V : 

[ ] 0)(
000

00000
,, =−++ ∫∫∫ +++

V
MM

V
MM

V
MKLMMLKL dVUUdVUFdVUUT &&&&&&&& δρδρδδ   (4) 

Transformăm prima integrală – avem identitatea: 
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[ ] [ ] KMLMMLKLKMLMMLKLKLMMLKL UUTUUTUT ,,,,,, )()()( &&&& δδδδδ ++++++ +−+=+   (5) 

Apoi, cu formula Gauss, transformăm integrala primului termen din membrul doi din 

(5) în integrală de suprafaţă: 

[ ] ∫∫∫ =+=+ ++++

000

00
,

0
,, )()(

SS A
MM

A
KMLMMLKL

V
KMLMMLKL dAUSdANUUTdVUUT &&&&&& δδδδδ  

Pentru integrala celui de al doilea membru din (5) avem următoarele: notând cu 

KLacc E&&δ  variaţia lui KLE&&  la variaţiile de acceleraţie admisibile MU&&δ , rezultă: 

[ ]LMKMMKKMLMML

KMLMLMKMKLLKKL

UUUU

UUUUUUE

,,,,2
1

,,,,,,2
1

)()(
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&&&&

&&&&&&&&&&

δδδδ
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şi 
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+++= ∑∑∑ +++++

MLK
LMKMMKKL
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KMLMMLKL

LK
KLaccKL UUTUUTET

,,
,,

,,
,,2

1

,
)()( &&&&&& δδδδδ  

Pentru claritate, s-a indicat în expresia precedentă, sumarea. În ultimul termen, 

schimbând indicele L în K, şi ţinând cont că LKKL TT =  rezultă că cei doi termeni sunt 

egali şi astfel, 

KMLMMLKLKLaccKL UUTET ,, )( &&&& δδδ +++ +=        (6) 

Cu aceasta, integrala termenului al doilea din (5) – membrul doi, va fi: 

∫ +−
0

0

V
KLaccKL dVET &&δ  

Integrala (4) devine, înmulţind cu -1, 

0
0000

000000 =−−+ ∫∫∫∫ ++

SA
MM

V
MM

V
KLaccKL

V
MM dAUSdVUFdVETdVUU &&&&&&&&&& δδρδδρ  

sau 

0
0000

000000 =−−+ ∫∫∫∫ ++

SAVV
KLaccKL

V

dAdVdVETdV USUFUU &&&&&&&&&& δδρδδρ    (7) 

care se mai poate scrie: 

0=Jaccδ           (8) 

unde 

∫∫∫∫ −−+= +

0000

00000
2

0

2
SAVV

KLKL
V

dAdVdVETdVJ USUFU &&&&&&
&&

ρρ     (9) 

Relaţia (8) arată că, dintre acceleraţiile admisibile, acceleraţiile reale fac staţionară 

funcţionala J. 
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Se demonstrează că, mai mult, acceleraţiile reale minimizează funcţionala J, arătându-

se că avem: 

0)(
2

)()(
0

02
0

≤−−=− ∫ ++

V

dVJJ UUUU &&&&&&&& ρ  

de unde, 

)()( UU &&&& JJ ≤+  

■ 

2 FUNCŢIONALA J PENTRU UN CABLU 

2.1 Funcţionala J pentru un cablu 

Considerăm configuraţiile şi reperele definite în Cap.2, §1, reluate în figura de mai 

jos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funcţionala J în care presupunem S = 0 (nu sunt aplicate forţe de suprafaţă), devine: 

∫∫∫ −+= +

000

0000
2

0

2 VV
KLKL

V

dVdVETdVJ UFU &&&&
&&

ρρ  

Reamintim că F este densitatea de distribuţie a forţei pe unitatea de masă. Fie 0p  

densitatea de distribuţie a încărcării, raportată la lungimea arcului în configuraţia 

iniţială 0Γ : 

00
0

00

0
0 A

ds
dV

ds
dm ρρ FFFp ===  

(conform: 00000 dsdAdVdm ρρ == ), unde 0A  este aria secţiunii transversale în 

configuraţia 0Γ . 

Observaţie 
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0s  
O

0
3ξ  

0
2ξ  

2ξ  

3ξ  

Γ0

0
1ξ  

1ξ  

0θ  

θ

P 

p 

X1

X2

U 



 7

Dacă densitatea de distribuţie a incărcării pe lungimea arcului în Γ este p, atunci 

0
0

ds
dspp =  ■ 

Pentru un cablu (notând domeniul secţiunii transversale tot cu 0A ), avem următoarea 

formulă de calcul pentru integrala de volum: 

∫∫∫
Γ

=
000

000 )()(
AV

dAPdsdVP ff  

În particular, dacă =)(Pf  constant pentru 0AP∈ , rezultă 

∫∫
Γ

=
00

000 )()( dsAPdVP
V

ff  

Cu ipoteza că vectorii deplasare U nu depind decât de s (sau: sunt aceiaşi în toate 

punctele secţiunii transversale) – Cap.2, §2, rezultă 

∫∫∫
ΓΓ

+

Γ

−+=
000

00000
2

00

2
dsdsAETdsAJ KLKL UpU &&&&

&&
ρ  

sau 

∫
Γ

+ −+=
0

000
2

0 )
2

( dsETAJ KLKL UpU &&&&
&&

ρ  

în care 

00
0

0 A
ds
dm ρρ ==  

este densitatea de masă pe unitatea de lungime iniţială. 

Forţe concentrate 

Dacă la abscisa 00 ξ=s  este aplicată o forţă concentrată P , distribuim uniform P  pe 

un segment ],[ 0
2

0
1 ss  în jurul punctului 0ξ : 

0
0

s∆
=

Pp , 0
1

0
2

0 sss −=∆  

Integrala ultimului termen din (2) devine 

∫∫ ∆
=

∆
=

0
2

0
1

0
2

0
1
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0

00
0 )()()(

s

s

s

s

dss
s

dss
s

J UPUPP &&&&  

Cu teorema mediei rezultă 

)()()( 0
0 ξξ UPUPP &&&& =∆

∆
= s

s
J , unde 0

2
0
1 ss ≤≤ ξ  . 

Făcând 00
2

00
1 , ξξ →→ ss , rezultă 0ξξ → , şi 
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)()( 0ξUPP &&=J  

■ 

Mase concentrate 

Analog, o masă m  concentrată la 00 ξ=s  o distribuim uniform pe segmentul 

],[ 0
2

0
1 ss , avem 

0
0

s
m
∆

=ρ , 

şi integrala primului termen din (2) se scrie: 

)(
2
1

2
)( 20

2

0

0
2
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ξUU &&
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mds
s

mmJ
s

s

=
∆

= ∫  

unde 0
2

0
1 ss ≤≤ ξ . Făcând 00

2
0
1 , ξ→ss  rezultă 0ξξ →  şi 

)(
2
1)( 02 ξU&&mmJ =  

■ 

Cu acestea, funcţionala J pentru un cablu ia forma 

∑∑∫ +−−+=
Γ

+

L
LL

J
JJKLKL mdsETAJ 2000

2
0

2
1)

2
(

0

UUPUpU &&&&&&&&
&&

ρ  

în care )( 0
jj ξUU &&&& = , şi sumele se extind la forţele, respectiv masele, concentrate pe 

cablu. 

2.2 Expresia KLKL ET &&  

2.2.1 Explicitarea în reperul (local) 0
3

0
2

0
1 ξξξP  

Reamintim rezultatele din Cap.2: 

- Tensorul tensiunilor Piola-Kirchhoff: 

⎪
⎩
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⎨

⎧

≠=

=
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ˆ
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0
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0
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ξξ

T
ds
dsT

 

în care 

0

*

ˆ
A
T

=σ , 
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unde: *T  = forţa axială în p (în configuraţia deformată Γ); 0A  = aria secţiunii 

transversale în P (în configuraţia nedeformată 0Γ ); σ̂  = tensiunea în p, referită la 

aria nedeformată 0A . 

- Tensorul lagrangeean al deformaţiilor: 

000
0

2
1

0
1

0
1 ds

d
ds
d

ds
dE UUUθ ⋅+⋅=

ξξ
 

,000 =
βαξξ

E  pentru )1,1(),( ≠βα . 

Derivând, rezultă: 

000
0

0
1

0
1 ds

d
ds
d

ds
dE UUUθ ⋅+⋅=

&&
&

ξξ
, 

K
&&&&&&&

&& ++=⋅+⋅+⋅= 00
0

00000
0 )(0

1
0

1 ds
d

ds
d

ds
d

ds
d

ds
d

ds
d

ds
dE UUθUUUUUθ

ξξ
 

unde termenii nescrişi nu conţin U&& . Sau: 

K
&&

&& += 00
1

0
1 ds

dE UV
ξξ

 

şi 

K
&&

&& +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= σ

ξξξξ
ˆ

0

00
1

0
1

0
1

0
1 ds

ds
ds
dET UV  

Acum, ţinând cont de scalarET KLKL =&& , adică este independent de reper, avem 

0
1

0
1

0
1

0
1

0000 ξξξξξξξξ βαβα
ETETET KLKL
&&&&&& ==  

rezultă 

K
&&

&& +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= σ̂

0

0 ds
ds

ds
dET KLKL

UV  

2.2.2 Explicitarea în reperul (general) 321 XXOX  

Acelaşi rezultat se obţine lucrând în reperul 321 XXOX , în care KLE  este dat de (2): 

LMKMKLLKKL UUUUE ,,,,2 ++=  

Derivând, obţinem: 

KMLMLMKMKLLKKL UUUUUUE ,,,,,,2 &&&&& +++=  

Aceasta, conform: 
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L

K

U

K

LL

K

L

K

X
U

t
tU

XXt
tU

X
tU

dt
d

K

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂ &

4434421
&

),(),(),( 2 XXX  

KMLMKMLMLMKMKLLKKL UUUUUUUUE ,,,,,,,, 22 &&&&&&&&&&&& ++++=  

Apoi, 

K&&&&&&&&&& ++++= KMLMKLLMKMKLKLKLLKKLKLKL UUTUUTUTUTET ,,,,,,2  

unde termenii nescrişi nu conţin U&& . 

În membrul doi, conform LKKL TT = , primii doi termeni sunt egali, şi la fel termenii 

trei şi patru, rezultă: 

K&&&&&& ++= )( ,,, LMKMLKKLKLKL UUUTET  

Tensorul de ordinul doi Piola-Kirchhoff în OX1X2 X3  este dat de 

00
0

ˆ)( LKKL ds
dsT ΘΘ= σ . 

Cu aceasta, rezultă: 

K&&&&&& +ΘΘ+ΘΘ= )(ˆ 00
,,

00
,

0

LKLMKMLKLKKLKL UUU
ds
dsET σ  

Avem: 

00
0

, ds
Ud

ds
dX

X
UU KL

L

K
LLK

&&&&
&& =

∂
∂

=Θ ; 00
0

, ds
Ud

ds
dX

X
UU ML

L

M
LLM

&&&&
&& =

∂
∂

=Θ  

Rezultă: 

K
&&&&&&

&& +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Θ= 00

0
0

0

ˆ
ds
Ud

ds
Ud

ds
Ud

ds
dsET MM

K
K

KLKL σ  

Sau: 

K
&&&&&&

&& +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 00

0
0

0

ˆ
ds
d

ds
d

ds
d

ds
dsET KLKL

UUΘUσ  

K
&&

K
&&&&

&& +=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= VUUΘU

0

0

0
0

0

0

ˆˆ
ds
d

ds
ds

ds
d

ds
d

ds
dsET KLKL σσ  

regăsindu-se expresia din 2.2.1. 

2.3 Funcţionala J pentru cablul discretizat 

Punem 

321 JJJJ −+=  
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unde 

∑∫ +=
Γ l

LLmdsJ 20
2

0
1 2

1
20

UU &&
&&

ρ  

∫
Γ

+=
0

00
2 dsETAJ KLKL

&&  

∑∫ +=
Γ J

JJdsJ UPUp &&&&
0

00
3  

Reluăm discretizarea cablului – Cap.2 – în N+1 arce 0
KΓ : 

 

 

 

 

 

 

 

 

S-a notat: ],[ 0
1

00
+=Γ KKK ss , 00

1
0

KKK sss −=∆ + , NK ,0= . 

Expresia J1 

Integrala din 1J , devine: 

∑ ∫∫
= ΓΓ

=
N

K
k

dsds
0

0
2

00
2

0

00 22
UU &&&&

ρρ  

Cu U funcţie liniara de 0s  – v. Cap.2, 3.2 , 

)()( 0
0
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K
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s
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∆
−

+= + UUUU , 00
Ks Γ∈  

avem 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∆
∆
−

+
∆

∆
−

+∆=
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+
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s
s
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dsss
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UUUUUUUUUU

UUUU
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&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

&&&&&&&&
&&&&

&&&&
&&K
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ρ
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Rezultă: 

0
KΓ  N

K+1 K 
1 

2 

0 (N+2) N+1

0
Ks∆  

0
Ks  

Γ0
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[ ] ∑∑ +++∆=
=

++
L

LL

N

K
KKKKK msJ 2

0

2
11

20
0

1 2
1

6
UUUUU &&&&&&&&&&ρ , 

Dacă un nod K este fix, atunci, 0U =K
&&  (exemplu nodurile 0 şi N+1). 

■ 

Integrala J2 

Avem: 

∑ ∫∫∫
= ΓΓΓ

+ ===
N

K
KLKL

K

ds
ds
dTdsETAJ

0

0
0

00
2

000

K
&&

&& UV  

unde 0
0

ˆA
ds
dsT σ= . 

)( 1
0

0
1

0
1

00
KKKK

s

s K

KK
KK Tds

s
T

K

KK

UUVUUV &&&&
&&&&

K −=
∆
−

= +
+

Γ
∫∫
+

 

Rezultă: 

∑∑
==

+ −=
N

K
KKK

N

K
KKK TTJ

00
12 UVUV &&&&  

Sau, înlocuind în prima sumă indicele K cu K-1, 

∑∑
=

+

=
−− −=

N

K
KKK

N

K
KKK TTJ

0

1

1
112 UVUV &&&&  

Punând, prin convenţie, 0V =−1 , în prima sumă indicele de sumare poate lua valori 

de la 0 la N+1. Analog, punând 0V =+1N , în ultima sumă indicele K poate ia valori de 

pâna la N+1. Astfel, se obţine: 

∑
+

=
−− −=

1

0
112 )(

N

K
KKKKK TTJ UVV &&  

cu convenţiile 0V =−1 , 0V =+1N . 

■ 

Expresia J3 

Presupunem că )( 00 sp  este continuă pe 0Γ , şi este funcţie liniară  pe 0
KΓ  (Cap.2, 

3.2), 

)()( 0
0

00
1000

K
K

KK
K ss

s
s −

∆
−

+= + pppp ; 00
Ks Γ∈ , 

în care )( 000
KK spp = , )( 0

1
00

1 ++ = KK spp . 

Integrala din 3J , devine: 
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∑ ∫∫
= ΓΓ

=
N

K
K

dsds
0

0000

00

UpUp &&&&  

Avem, omiţând detaliile de calcul: 

[ ]1
0

1
00

1
00

00
0

10
0

00
10

)2()2(
6
1

)()(
0

1

00

+++

++

Γ

+++∆=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∆
−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∆
−

+= ∫∫
+

KKKKKKK

s

s
K

K

KK
KK

K

KK
K

s

dsss
s

ss
s

K

KK

UppUpp

UUUppp

&&&&

K
&&&&

&&K

 

∑∑

∑∑∫
+

=
−−

=
+

=
++

=
+

Γ

+∆++∆=

+∆++∆=

1

1

00
1

0
1

0

0
1

00

0
1

0
1

00

0

0
1

0000

)2(
6
1)2(

6
1

)2(
6
1)2(

6
1

0

N

K
KKKK

N

K
KKKK

N

K
KKKK

N

K
KKKK

ss

ssds

UppUpp

UppUppUp

&&&&

&&&&&&

 

Cu convenţia 00
1 =∆ −s , 00

1 =∆ +Ns , indicele de sumare în ambele sume poate lua 

valori de la 0 la N+1. 

Rezultă: 

[ ] ∑∑ +∆+∆+∆+∆=
+

=
+−−−

J
JJ

N

K
KKKKKKKK ssssJ UPUppp &&&&

1

0

0
1

0000
1

0
1

0
13 )(2

6
1  

cu convenţia 00
1 =∆ −s , 00

1 =∆ +Ns .  

Sau, punând 

[ ] KKKKKKKKK ssss PpppP +∆+∆+∆+∆= +−−−
0

1
0000

1
0

1
0

1 )(2
6
1  

unde KP  este forţa concentrată din nodul K (în particular, putem avea 0P =K ), 

rezultă: 

∑
+

=

=
1

0
3

N

K
KKJ UP &&  

În 3J , KP  este forţa echivalentă de nod, dată de expresia de mai sus. 

În particular, în cazul unei încărcări uniform distribuite pe 0Γ , == 00 )( pp s constant, 

rezultă 

KKKK ss PpP +∆+∆= −
000

1 )(
2
1  

■ 
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3 VARIAŢIA LUI J. ECUAŢIILE DE MIŞCARE ŞI 
ECHILIBRU. 

3.1 Ecuaţiile de mişcare şi de echilibru 

Avem  

321 JJJJ −+=   

şi 

321 JJJJ accaccaccacc δδδδ −+=  

Calculăm variaţia funcţionalelor 321 ,, JJJ . Notând, pentru moment, cu 11J  primul 

termen din 1J , avem: 

[ ]

∑∑

∑

=
++

=
+

=
++++

+∆++∆=

+++∆=

N

K
KKKK

N

K
KKKK

N

K
KKKKKKKKKacc

ss

sJ

0
11

0
0

0
1

0
0

0
1111

0
0

11

)2(
6

)2(
6

22
6

UUUUUU

UUUUUUUU

&&&&&&&&&&&&

&&&&&&&&&&&&&&&&

δρδρ

δδδδρδ
 

Schimbăm în a doua sumă, indicele de sumare K în K-1, aceasta devine 

∑
+

=
−− +∆

1

1
1

0
1

0

)2(
6

N

K
KKKKs UUU &&&&&& δρ  

Cu convenţia 00
1 =∆ −s , 00

1 =∆ +Ns , indicele de sumare în ambele sume poate lua 

valori de la 0 la N+1. 

Rezultă: 

[ ] ∑∑ +∆+∆+∆+∆=
+

=
+−−−

L
LLL

N

K
KKKKKKKKacc mssssJ UUUUUU &&&&&&&&&&&& δδρδ

1

0
1

000
11

0
1

0

1 )(2
6

 

şi 

∑
+

=
−− −=

1

0
112 )(

N

K
KKKKKacc TTJ UVV &&δδ  

∑
+

=

=
1

0
3

N

K
KKacc J UP &&δδ  

În relaţiile anterioare: 

00
1 =∆ −s , 00

1 =∆ +Ns ; 0V =−1 , 0V =+1N .     (*) 

Anulând coeficientul lui KU&&δ  în 0=Jaccδ , se obţin ecuaţiile de mişcare: 
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[ ]
0PVV

UUUU

=−−+

+∆+∆+∆+∆

−−

+−−−

KKKKK

KKKKKKKKK

TT

mssss

11

1
000

11
0

1

0

)(2
6

&&&&&&&&ρ
   (I) 

Anulând KU&&  în ecuaţiile anterioare, se obţin ecuaţiile de echilibru: 

0PVV =−−−− KKKKK TT 11        (II) 

Punând 

KKKKK TT VVUf −= −− 11)(        (II-a) 

ecuaţiile de echilibru se scriu: 

KK PUf =)(          (II-b) 

În ecuaţiile anterioare, 

[ ]TKKK UUU KK ,,,, 321=U  

Ecuaţiile I-III, se scriu pentru 1,,1,0 += NK K , cu convenţiile (*) 

Dacă nodurile 0 şi N+1 sunt fixe, atunci ecuaţiile se scriu pentru nodurile libere 

NK ,,1K= . În particular, în acest caz, 

[ ]TNNNKKK UUUUUUUUU ,,,,,,,,,,, 3213213
1

2
1

1
1 KK=U  

3.2 Cazul nodurilor parţial libere 

Să presupunem că pentru nodul de indice S (de exemplu S = 0 sau S = N+1) avem 

0,0 32 == SS UU , 

adică deplasarea nodului este fixată în direcţiile 2 şi 3, şi liberă pe direcţia 1. 

Câmpul admisibil de acceleraţii va satisface constrâgerile 3,2,0 == MU M
S
&& , şi 

variaţile de acceleraţie admisibile vor satisface 3,2,0 == MU M
S
&&δ . 

Considerăm expresia 0=Jaccδ  proiectată pe axele 1-3: pentru termenii corespunzând 

lui K = S, rămâne numai proiecţia corespunzând direcţei 1. Aşadar, în acest caz, 

pentru nodul S, se va genera numai ecuaţia după direcţia 1. Pentru nodul S, vectorul U 

va conţine numai coordonata 1 a deplasării nodului. De exemplu, pentru S = 0, vom 

avea: 

[ ]TUUUU K,,,, 3
1

2
1

1
1

1
0=U  
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3.3 Cazul excitaţiei seismice 

3.3.1 Funcţionala J 

 

 
 

Cu referire la figura de mai sus: 

Acceleraţia relativă la baza structurii este u&& ; acceleraţia bazei (acceleraţia de 

transport) este )(a tug =&& . Acceleraţia absolută (referită la reperul fix 1), va fi dată de 

)(a tuua += &&&&  

 

Funcţionala J pentru un cablu (2.1) 

∑∑∫ +−−+=
Γ

+

K
KK

L
LLKLKL mdsETAJ 2000

2
0

2
1)

2
(

0

UUPUpU &&&&&&&&
&&

ρ  

ia forma 

∑∑∫ +++−+−+
+

=
Γ

+

K
KK

L
LLKLKL mdsETAJ 2000

2
0

1 )(
2
1)())(

2
)((

0

aUaUPaUpaU &&&&&&&&
&&

ρ

 

Sau, desvoltând şi păstrând numai termenii care depind de acceleraţiile U&& , 

∑∫ ++=
Γ K

KK

J

mdsJJ

a

UaUa &&

43421

&&
0

00
1 ρ  

în care s-a notat 

∫
Γ

=
0

00 dsJ a Ua &&ρ  

1 

)(a, tuu gg =&&  

uu &&,  
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Discretizarea 

Ne referim la cablul discretizat (§2.3). Cu 

)()( 0
0

10
K

K

KK
K ss

s
s −

∆
−

+= + UUUU
&&&&

&&&&  

rezultă: 

∑∑ ∫
== Γ

+ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∆
−

+=
N

K
K

N

K
K

K

KK
Ka Jdsss

s
J

K
00

00
0

10

0

)( aUUUa
&&&&

&&ρ  

S-a pus: 

0
1

0

20
0

100

)(
2
1

)(
2

00

0

KKKK

ss

sK
K

KK
KKKK

s

ss
s

sJ KK

K

∆+=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∆
−

+∆=

+

∆++

UU

UUU

&&&&

K
&&&&

&&

ρ

ρ
 

Rezultă: 

∑∑∑
=

+
==

∆+∆=
N

K
KKK

N

K
KKK

N

K
K ssJ

0
1

00

0

00

0 2
1

2
1 UU &&&& ρρ  

În a doua sumă înlocuim indicele de sumare 1,1 −==+ IKIK . Ţinem cont de 

0U0U == +10 , N
&&&& , rezultă 

∑

∑∑∑
+

=
−−

+

=
−−

+

==

∆+∆=

∆+∆=

1

0

000
1

0
1

1

0

0
1

0
1

1

0

00

0

)(
2
1

2
1

2
1

N

K
KKKKK

N

I
III

N

K
KKK

N

K
K

ss

ssJ

U

UU

&&

&&&&

ρρ

ρρ
 

Sau, 

∑∑
+

=

+

=

=
1

0

1

0

N

K
K

a
K

N

K
K mJ U&& , 

unde 

)(
2
1 000

1
0

1 KKKK
a
K ssm ∆+∆= −− ρρ  

este masa echivalentă de nod din masele distribuite. 

Cu acestea, funcţionala J devine 

∑
+

=

++=
1

0
1 )(

N

K
KK

a
K mmJJ Ua &&  

Reamintim că Km  notează masa concentrată în nodul K. 

În fine, notând masa echivalentă de nod cu 



 18 

K
a
K

ech
K mmm += , 

funcţionala J ia forma 

∑
+

=

+=
1

0
1

N

K
K

ech
KmJJ Ua &&  

3.3.2 Ecuaţia de mişcare a nodului K 

Avem 

∑
+

=

+=
1

0
1

N

K
K

ech
Kaccacc mJJ Ua &&δδδ  

Anulând coeficientul lui KU&&δ , ecuaţia de mişcare a nodului K este: 

Membrul I din ecuaţia (I) - §3.1 0a =+ ech
Km  

Sau explicit, trecând termenul aech
Km  în membrul doi: 

[ ]
aPVV

UUUU

ech
KKKKKK

KKKKKKKKK

mTT

mssss

−=−+

+∆+∆+∆+∆

−−

+−−−

11

1
000

11
0

1

0

)(2
6

&&&&&&&&ρ
 

Concluzie: 

În cazul excitaţiei prin acceleraţie aplicată suportului, ecuaţia de mişcare a nodului K 

este ecuaţia I-§3.1, în care în membrul doi, KP se înlocuieşte cu 

aP ech
KK m− . 

■ 

4 MATRICEA DE RIGIDITATE TANGENTĂ 

4.1 Matricea de rigiditate tangentă 

Fie ecuaţiile de echilibru (III): 

0PUf =− KK )( , NK ,,2,1 K=  

unde, conform (III-a), 

KKKKK TT VVUf −= −− 11)(  

Ecuaţiile de echilibru se pot scrie 

0PUfUF =−= )()(          (1) 

în care: 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3

2

1

3
1

2
1

1
1

.

.

.
)(

N

N

N

f
f
f

f
f
f

Uf ;  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3

2

1

3
1

2
1

1
1

.

.

.

N

N

N

P
P
P

P
P
P

P ; 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nN

N

N

U

U
U
U

U
U
U

U
U
U

.

.

.

.

.

.

.

.
3

2

1

3

2

1

3
1

2
1

1
1

U  

Observaţie 

În practică, coordonatele vectorului U se vor nota cu indici consecutivi, 1,2, ..., n, 

unde Nn 3= . O funcţie va da legătura intre indicii coordonatelor L
KU , ,,1 NK =  

3,1=L  şi jU , nj ,1=  ■ 

Ecuaţia (1) se rezolvă prin metoda Newton, prin schema de iterare 

⎩
⎨
⎧

∆+=
−=∆

++

+

)1()()1(

)()1()( )()(
iii

iii

UUU
UFUUA

        (2) 

şi dat=)0(U .  

În aceste expresii: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

= L
J

M
K

U
f

)(UA  

este jacobianul lui f, numit matricea de rigiditate tangentă; i este indicele iteraţiei. 

Explicit, 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

3

3

3
13

3

2
1

3

1
1

3

3

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

3

1
1

3
1

1
1

2
1

1
1

1
1

1
1

)(

N

NNNN

N

N

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

K

MKMMM

K

K

UA  

Ţinând cont de expresiile lui KV  şi KT  – Cap. 2, §3.2 – şi anume: 

0
0

1 θUUV +
∆
−

= +

K

KK
K s

 

000
0000

|| KKK
K

KKKK
K YAYATT λλ

+
−

=
V
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rezultă că Kf  depinde numai de KK UU ,1−  şi 1+KU . Explicit: 

),,;,,;,,( 3
1

2
1

1
1

3213
1

2
1

1
1 +++−−−= KKKKKKKKKKK UUUUUUUUUff  

Astfel, rezultă: 

0
f

=
∂
∂

L
J

K

U
 ... pentru 1,,1 +−≠ KKKJ  

)( 11 KKKKL
J

L
J

K TT
UU

VV
f

−
∂
∂

=
∂
∂

−−  ... 1,,1 +−= KKKJ  

■ 

Calculul derivatelor parţiale 

Avem: 

0
1

=
∂
∂

−
L
K

K

U
T  

L
K

K

K

KKKK
L
K

K

U
TYA

U
T

∂

∂
⋅

−
=

∂
∂ V

V

000λ  

L
K

K

K

KKKK
L
K

K

U
TYA

U
T

1

000

1 ++ ∂

∂
⋅

−
=

∂
∂ V

V
λ  

Deducem o formula auxiliară. Avem: 

VVV ⋅=2 , 

UU ∂
∂

=
∂

∂ VV
V

V , 

UU ∂
∂

=
∂

∂ VV
V

V 1  

Pentru a calcula derivatele lui KV , ţinem cont de formula de mai sus.  

Considerăm KV  în baza },,{ 321 III  a coordonatelor 3,2,1 XXX : 

L
L

K
L
K

L
K

K
K UU

s
IV ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

∆
= +

0
10 )(1 θ  

Avem: 

L
K

L
K

K

sU
I

V
0

1
∆

−=
∂
∂  

L
K

L
K

K

sU
I

V
0

1

1
∆

=
∂
∂

+

 



 21

0
V

=
∂
∂

L
K

K

U
 ... pentru 1, +≠ KKJ  

Rezultă: 

KK

L
K

L
K

K
K

L
K

K

s
V

sU V
IV

V
V

00

11
∆
−

=
∆
−

=
∂

∂
 

KK

L
K

L
K

K
K

L
K

K

s
V

sU V
IV

V
V

00
1

11
∆

=
∆

=
∂

∂

+

 

Rezultă astfel: 

0
1

=
∂
∂

−
L
K

K

U
T  

L
KL

K

K a
U
T

−=
∂
∂  

L
KL

K

K a
U
T

=
∂
∂

+1

 

unde 

30

000

K

L
K

K

KKKKL
K

V
s

TYAa
V

⋅
∆

−
=
λ , 3,2,1=L  

Analog: 

L
KL

K

K a
U
T

1
1

1
−

−

− −=
∂
∂  

L
KL

K

K a
U
T

1
1

−
− =

∂
∂  

0
1

1 =
∂
∂

+

−
L
K

K

U
T  

Rezultă: 

L
K

KK
L
K

KKL
K

KKL
K

L
K

K

s
Ta

T
U

T
UU

IV

VVf

0
1

111

0

1
11

11

1

)()(

−
−−−

−
−−

−−

∆
−−=

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

44 344 21
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L
K

K

K

K
K

L
KK

L
K

L
K

KK
L
KL

K
KK

L
K

L
K

K
KKL

K

K
L
K

K
KKL

K

K
L
K

K

s
T

s
Taa

s
Ta

s
Ta

U
T

U
T

U
T

U
T

U

IVV

IVIV

V
V

V
V

f

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

+
∆

++=

∆
−

−−−
∆

+=

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−

−
−−

−
−−−

−
−−

−

00
1

1
11

00
1

111

1
11

1

1)(1  

L
K

KK
L
K

KKL
K

KKL
K

L
K

K

s
Ta

T
U

T
UU

IV

VV
f

0

1

0

11
11

1

)()(

∆
−−=

−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
−−

++ 444 3444 21
 

Rezultatele anterioare dau: 

L
KL

K

K

U 1
1

−
−

−=
∂
∂

A
f  

L
K

L
KL

K

K

U
AA

f
+=

∂
∂

−1  

L
KL

K

K

U
A

f
−=

∂
∂

+1

 

unde 

K
L
KL

K

KL
K a

s
T

VIA +
∆

= 0  

Coordonatele vectorului L
KA  ( 3,2,1=L ), în baza }{ MI  sunt 

M
K

L
K

LM

K

KLM
K Va

s
T

A +
∆

= δ0 , 3,2,1=M  

sau: 

30

0000

0
K

M
K

L
K

K

KKKKLM

K

KLM
K

VV
s

TYA
s

TA
V

⋅
∆

−
+

∆
=

λ
δ  

Observaţi că avem 
ML
K

LM
K AA =  

■ 

Altă expresie pentru LM
KA  

Avem următoarea identitate: din expresia lui KT  rezultă 
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KKKK
K

KKKK TYATYA
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− 000
0000
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λ
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Cu aceasta, avem: 
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M
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L
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K
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TYATA
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⎥
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⎡
−+=

V
λδ  

În particular, programul NELSAS utilizează aceasta expresie ■ 

Cu cele de mai sus rezultă: 

LM
KL

K

M
K A

U
f

1
1

−
−

−=
∂
∂  

LM
K

LM
KL

K

M
K AA

U
f

+=
∂
∂

−1  

LM
KL

K

M
K A

U
f

−=
∂
∂

+1

 

şi 

0=
∂
∂

L
J

M
K

U
f ,  pentru 1,,1 +−≠ KKKJ  

■ 

4.2 Structura ecuaţiilor liniartizate 

Să introducem matricea derivatelor parţiale ale funcţiei Kf  în raport cu 

},,{ 321
JJJJ UUU=U , 1,,1 +−= KKKJ : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

=
=
=

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

3,2,1
3,2,1

;

J

K

J

K

J

K

J

K

J

K

J

K

J

K

J

K

J

K

L
M

L
J

M
K

JK

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

U
f

f  , NK ,,2,1 K=  

(M = indice de linie şi L = indice de coloană) 

Cu aceasta, ecuaţiile liniarizate (2) se scriu – suprimând pentru convenienţă, 

argumentele şi indicii superiori: 
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⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
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U
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unde 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∆
∆
∆

=∆
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J

J

J

J

U
U
U

U , NJ ,1=  

Ţinând cont de 

0f
=

∂
∂

L
J

K

U
 pentru 1,,1 +−≠ KKKJ , 

rezultă  

0f =JK ; , 1,,1 +−≠ KKKJ . 

Astfel, structura ecuaţiilor (2) este: 
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⎥
⎥
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⎥
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⎢
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⎡

∆
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∆

⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
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M
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M
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M

M

M

M
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K

K

K
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U
U

U
0fff0

1

1

1;;1;  

Sau, ecuaţiile (2) iau forma: 

[ ] KK

K

K

K

KKKKKK fP
U
U

U
fff −=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∆
∆
∆

+

−

+−

1

1

1;;1; ; NK ,,2,1 K=     (3) 

Cu expresiile derivatelor parţiale din 4.1, de exemplu pentru 1−= KJ , prima linie 

( 1=M ) a matricii 1, −KKf  este: 

31
13

1

1
21

12
1

1
11

11
1

1

,, −
−

−
−

−
−

−=
∂
∂

−=
∂
∂
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∂
∂

K
K

K
K

K

K
K

K

K A
U

fA
U
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U

f  

şi astfel, 
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⎥
⎥
⎥
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−−−

=−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

=

−−−

−−−

−−−

=
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=
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−
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1
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1
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L
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L
M

L
K

M
K
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AAA
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A
U
f
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Introducând matricea 

3,1
3,1

333231

232221

131211
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=
==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
L
M

ML
K

KKK

KKK

KKK

K A
AAA
AAA
AAA

A  

(M indice de linie şi L indice de coloană), rezultă: 
T
KKK 11; −− −= Af , 

şi analog, 
T
K

T
KKK AAf += −1;  

T
KKK Af −=+1;  

unde indicele superior T desemnează transpusa. 

Cu cele de mai sus, ecuaţiile (3) iau forma: 

[ ] KK

K

K

K
T
K

T
K

T
K

T
K fP

U
U

U
AAAA −=

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∆
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∆

⋅−+−

+
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−−

1

1

11  

Reamintim acum că ML
K

LM
K AA = , deci K

T
K AA = . 

Cu aceasta, ecuaţia nodului K ia forma finală 

[ ] KK

K

K

K

KKKK fP
U
U

U
AAAA −=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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unde: 

02
000 1)(
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L
K

M
K
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K
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K s
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TYATA

∆⎥
⎥
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⎤
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⎢
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⎡
−+=

V
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Ecuaţiile anterioare se scriu pentru fiecare nod (liber) K al cablului. 

■ 

Observaţie asupra liniarizării ecuaţiilor 

Ecuaţiile neliniare de echilibru ale nodului K (unde NK ,,2,1 K= ), sunt: 

0PUUUf =−+− KKKKK ),,( 11   

Schema de iterare (2) revine la desvoltarea în serie a membrului întâi, în jurul 

configuraţiei curente )(iΓ , până la termenul de ordinul întâi în L
JU∆ : 

∑ +∆
∂
∂

+=
Γ

Γ
LJ

L
JL

J

K
KK U

U i

i

, )(

)( K
f

ff  
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în care 1,,1 +−= KKKJ , 3,2,1=L , iar )(iL
J

L
J

L
J UUU −=∆ . 

Matricea de rigiditate tangentă este matricea coeficienţilor termenului de ordinul întâi 

în L
JU∆ . 

Inlocuind in membrul I, neglijând termenii de ordin superior, şi suprimând pentru 

convenienţă indicele )(iΓ , obţinem: 

)(
,

KKK
LJ

L
JL

J

K U
U

fP
f

−=∆
∂
∂∑  

Explicitând suma din membrul I după indicele L ( 3,2,1=L ), avem: 

)()( 3
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2
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1
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J
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K
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K
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U

U
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∂
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Proiectând pe axele 3,2,1=M , se obţine: 

)()( 3
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2
2

1
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K
M

k
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J
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M
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J
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M
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J
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M
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care se mai scrie 
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J
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321 ; 1,,1 +−= KKKJ ; 3,2,1=M  

Explicitând acum suma din membrul I (J = K+1, K, K+1), avem: 
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Sau, cu expresiile din 4.1 ale derivatelor, avem: 
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Introducem, ca înainte, matricile 
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şi 
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(M indice de linie şi L indice de coloană) 

Considerând ecuaţiile anterioare pentru 3,2,1=M , regăsim ecuaţiile nodului K: 
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Sau, cu ML
K

LM
K AA = , K

T
K AA = , regăsim forma finală a ecuaţiilor nodului K: 
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■ 

4.3 Calculul în domeniul plastic – în programul NELSAS 

 

 
 

 

ε

σ 

0Y  
YY σ0 

σ1 

ee0 elim1 

)0(0 V∆λ  
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În iteraţii, se lucrează cu modulul de elasticitate 0Y , acceptându-se depăşirea lui 1σ  - 

întrucât o corecţie următoare ar putea face 1σσ < . 

La ieşirea din iteraţii se verifică dacă există elemente pentru care 1σσ >  şi 1elime < . 

Dacă există, se pune 1σσ =  şi elementul se marcheză – printr-un cod – ca intrat in 

zona plastică.  

Dacă LNIP ≠ 0, se iniţiază iteraţiile în domeniul plastic, în care se lucrează cu 

modulul de elasticitate secant YY. Vezi Figura de mai sus. 

În acest caz, matricea de rigiditate tangentă trebuie modificată, întrucât YY devine 

funcţie de U. Calculul se reia (cu punctul de referinţă )0,0( εσ ). 

Avem: 

0
01

ee
YY

−
−

=
σσ , )0(00 Vee ∆=− λ , 1|||||| )0()0( −=−=∆ VVVV  

Mai general, pentru referinţă la )(rΓ , înlocuim 0,0 eσ , şi )0(V , respectiv cu  )()( , rr eσ , 

şi )(rV . Cu referinţă la )0(Γ , avem: 

1||
01
−

−
=

V
σσYY  

In plastic, avem: 

||
10

K

K
K
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V
σ

=  

Observaţie 

Aceasta rezultă şi din expresia generală a lui KT  (4.1), în care înlocuim 0
KY  cu YY: 
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Cu expresia de mai sus a lui KT , rezultă: 
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Sau, cu expresia ultimei derivate (v. 4.1), rezultă: 
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Cu aceleaşi notaţii ca în elastic, avem 
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unde: 
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Cu 
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rezultă 
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Această expresie se aplică pentru un element care a intrat în domeniul plastic. Pentru 

celelalte elemente, se aplică expresia generală din 4.1. Iteraţiile continuă cu această 

expresie a matricii de rigiditate, la fiecare iteraţie actualizându-se modulul YY, pentru 

elementele care au intrat în plastic. 

■ 

5 CAZUL REŢELEI 

5.1 Funcţionala J 

Presupunem că în nodul K, vin cabluri pe două drumuri orientate I şi II – v. Figura de 

mai jos. 
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0
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Funcţionala J va fi, pentru reţea, 
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Pentru simplificare, în iJ  nu s-au mai scris termenii corespunzători maselor şi forţelor 

concentrate. 

Explicit, 
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în care )2,1(, =JJKP  este dat de expresia din 4.2. 

Expresiile anterioare se generalizează în mod natural, dacă în nodul K vin cabluri pe 

mai multe drumuri orientate. 

5.2 Ecuaţii de mişcare 

Dacă în nodul K vin cabluri pe două drumuri orientate I şi II, ecuaţiile de mişcare ale 

nodului iau forma: 
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În general, pentru un număr de drumuri orientate incidente în nodul K, ecuaţiile de 

mişcare ale nodului vor fi: 



 31

[ ]

0P

VV

UUUU

=−

−+

+∆+∆+∆+∆

∑

∑

∑

−−

+−−−

J
JK

J
JKJKJKJK

KK
J

JKJKKJKJKJKJK
J

TT

mssss

,

,,,1,1

,1
0

,
0

,
0

,1,1
0

,1

0

)(

)(2
6

&&&&&&&&ρ

 

Sumele se fac da la J = 1, la J = Numărul drumurilor incidente în nodul K. 

Sau: 

0P

VV

UUUU

=−

−+

+∆+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆+∆+∆

∑

∑

∑∑∑

−−

++−−−

J
JK

J
JKJKJKJK

KK
J

JKJK
J

K
J

JKJK
J

J
JKJK

J

TT

mssss

,

,,,1,1

,1
0

,1

0
0

,
0

,1

0

,1
0

,1

0

)(

6
)(2

66
&&&&&&&& ρρρ

Î

În particular, dacă 00 ρρ =J  (acelaşi pe toate drumurile J), şi punând 

∑=
J

JkK ,PP , 

ecuaţiile de mişcare iau forma 
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5.3 Ecuaţii de echilibru 

Ecuaţiile de echilibru ale nodului K vor fi: 

0PUf =− KK )( , 

în care: 

∑ −= −−
J

JKJKJKJKK TT )()( ,,,1,1 VVUf ; ∑=
J

JkK ,PP . 

Explicit, în cazul a două drumuri incidente in nodul K: 

)()()( ,,,1,1,,,1,1 IIKIIKIIKIIKIKIKIKIKK TTTT VVVVUf −+−= −−−−  

IIKIKK ,, PPP +=  

Astfel, ecuaţiile au structura 

0PUUUUUf =−++−− KIIKIKKIIKIKK ),,,,( ,1,1,1,1 . 

Ecuaţiile 
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vor avea structura 
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Ecuaţiile şi structura lor, se generalizează în mod natural, dacă în nodul K vin cabluri 

pe mai mult decât două drumuri orientate. 

Observaţie 

Pentru deducerea structurii ecuaţiilor, nodurile conectate cu K pe drumul J, au fost 

notate JK ,1−  şi JK ,1+ . Practic, nodurile se notează continuativ. Expresiile LM
KA  

sunt cele anterioare, şi se vor referi la oricare segemente de cablu ),1( KK −  sau 

)1,( +KK , incidente pe un drum în nodul K ■ 
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