Capitolul 6

DETERMINAREA PULSATIILOR PROPRII ST A
FORMELOR PROPRII DE VIBRATIE

1 CONSIDERATII GENERALE

1.1 Rapel pentru sistemul cu un grad de libertate

Ecuatia vibratiilor libere ale unui sistem cu un grad de libertate (in jurul pozitiei de
echilibru a sistemului), este:

mi+ku=0, (1-1)

n care m este masa, iar k constanta elastica (sau rigiditatea); u este deplasarea referita

la pozitia de echilibru.

Se cauti solutii de forma u = ae™“. Cu U = tigae™ ™, i = —w*ae™" se obtine:
(k—o’m)a=0,
de unde:
k
®=,— (1-2)
m

@ Se zice pulsatie (Sau frecventa circulara).
Solutia generala a ecuatiei (1-1) este o combinatie liniara de solutiile fundamentale,

anume:
u(t) =ae'* +a,e™
Constantele a,,a, sunt complexe, astfel ca u este real.

Cu e'* = cos(at) +isin(at), solutia devine

u(t) = acos(at) +bsin(at), (1-3)
unde a si b sunt constante reale.

Avem si

u(t) = —wasin(at) + b cos(at), (1-3)

Ele se determina din conditiile initiale ale ecuatiei (1-1), anume:
U(to) = Uy, L](to) =U, (1-4)
Perioada vibratiei este timpul 7 dupa care functiile u si U Se reproduc, adica avem

vt u(t+7)=u(t) si u(t+7z)=u(t).

a.ch. — Aprilie 2012



Perioada minima T — numita curent perioada, este data de wT = 27, sau

T_2%% (1-5)
@
Numarul de perioade dintr-o secunda se zice frecventa si este dat de
1 o
f == — 1'6
T 27 (1-6)
u

Dimensiuni fizice
F.
L )
unde F este forta, L lungimea, iar M masa. Rezulta, din (1-2),
_m_ F _M><L/t2 _1

[m] LxM LxM  t?’

[k]= [m]=M

[@°]

Tn care, teste timpul. Astfel, pulsatia are dimensiunea
1
o]=-
[«] ;
Luand lungimea, masa si forta in unitati SI, unitatile in care se masoara w, T, si f, vor
fi:

(sau rad )
S

Pulsatia w:

Perioada T: s

Frecventa f:

n |k

|

Unitati compatibile

Luand forta sau lungimea in alte unitati (decit unitatile SI), masa va fi marime
derivata, anume:

_F
L/t?

Exemple:

- Lungimea in m, iar forta in KN:
Rezulta ca masa se va lua in

kN -s?

=10°kg.
- Lungimea in cm, si forta in daN:
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Unitatea de masa va fi

daN -s?
cm

=10kg.

Astfel, »® varezultain 1/s?,iar @ in1/s.

1.2 Pulsatii proprii

Notiunile de pulsatii proprii si forme proprii de vibratie sunt caracteristice analizei
dinamice linare a unei structuri, farda amortizare.

Intrucat structurile care contin cabluri au cel putin neliniaritate geometrica, raspunsul
dinamic este neliniar si, in consecintd, nu se poate vorbi de pulsatii si forme proprii de
vibratie.

Totusi, la o structura rigida - alcatuita fie din bare articulate, fie din cabluri puternic
pretensionate, la care raspunsul neliniar este apropiat de cel liniar, se poate face o
analiza dinamica liniara, lucrand pe ecuatiile liniarizate.

Astfel, considerand o structura fara amortizare, ecuatia care descrie rapunsul neliniar
este (v. Capitolul 1):

MU +f(U) = P(t) (1)
Consideram raspunsul dinamic al structurii, incarcata numai cu greutatea maselor.
Acesta va fi descris de ecuatia

MU+f(U)=G (2)
Sa consideram si pozitia de echilibru a structurii sub incércarea statica provenita din

greutatea maselor — fie aceasta in configuratia I'° (U°), adica solutia ecuatiei

f(U°)=G 3)
Scazand ecuatiile (2) si (3), rezultd

MU +f(U)-f(U°) =0 4)
Punem

u=U-u°,

presupunem ||u|| = mica, si desvoltam diferenta din membrul doi. Avem:
f(U)-f(U°) =AU)u+...
In care: A(U°) este matricea jacobian a functiei f calculata in U°, iar termenii

nescrisi sunt de ordinul 2 si superior h u. Explicit:
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A(U) = {%} (5)

Astfel, ecuatia (4) devine

M +A(U%)u=0

Tn fine, notand

K =A(U% (6)
ecuatia devine

Mi+Ku=0 (7
Aceasta este ecuatia diferentiald a micilor oscilatii (vibratii) in jurul configuratiei de
echilibru. Ea descrie miscarea structurii scosa din pozitia de echilibru prin conditii
initiale u®, 1°, cu norma mica.

Pentru integrarea ecuatiei (7), se cauta solutii de forma

u= aeiria)t

Cu U = tiwae™, U = —w?ae™™ se obtine:

(K-w*M)a=0 (8-0)
Aceasta reprezinta problema generalizata de valori proprii. Se noteaza — pentru
moment,

A=’

si problema devine

(K-AM)a=0 (8)
Valorile 1 se zic valori proprii, iar

o=-J2 ©)
sunt pulsatiile proprii. \Vectorii proprii a se zic forme proprii de vibratie.

Tntrucat matricile K si M sunt simetrice si pozitiv definite, se arata ca problema (8)
are valori proprii reale si pozitive A >0, asfel ca pulsatiile w sunt reale.

Numarul de pulsatii este egal cu numarul gradelor de libertate (ordinul matricilor M si
K).
1.3 Rezolvarea problemei (8)

Problema de valori proprii (8) se rezolva printr-o metoda numerica.
Deseori problema (8) se reduce la problema standard de valori proprii, cum urmeaa.

Tnmultind la stanga ecuatia (8) cu matricea K™ si notand D = KM, se obtie
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(D—%Dx=0

Dezavantajul acestei formulari este ca, in general, matricea D nu mai este simetrica si
astfel, metodele pentru matrici simetrice (de exemplu, Jacobi, iteratii simultane) — nu

mai pot fi utilizate. Pe de alta parte:

- Valorile proprii ale unei matrici simetrice sunt bine-conditionate, pe cand cele

ale unei matrici nesimetrice pot fi rau-conditionate.

- Lautilizarea metodei QR, numarul de operatii (pe un pas al iteratiei QR)

pentru o matrice simetricd este mult mai mic decat pentru o matrice generala.

Tinand cont de definirea pozitiva a matricii M, problema generalizata (8) poate fi

transformata in problema standard pentru o matrice simetricd cum urmeaza.

1. Se face descompunerea Cholesky a lui M:
M=S's, (10)

unde S este o matrice superior triunghiulara. (Descompunerea inferior triunghiulara

poate fi de asemenea utilizata).

Atunci, (8) scrisd in forma Kx = AMX , devine Kx = ASTSx, si se scrie din nou ca si
KS™(SX) = AST (SX).

2. Se pune

y =SX

Ecuatia precedenta devine KS™'y = AS"y . Notim

ST=(s")"=(")

si inmultim la stinga cu S™', obtinem

STKSy = Aly

3. Acum, definim

R=STKS™ (11)
R este 0 matrice simetrica si pozitiv definita (v. mai jos).

4. Problema (8) este pusa in forma standard pentru matricea R, si anume,
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(R-Ay=0 (12)
Problemele (12) si (8) au aceleasi valori proprii.

5. Dupa rezolvarea lui (12) pentru A siy, vectorii proprii ai problemei originale (8)
sunt dati (cf. 2.) de

x=S"y (13)
]

R este simetrica §i pozitiv definita:

R'=(S'KS") =STK'S*'=ST"KS™" =R

Apoi, pentru orice x =0,

X' Rx=(S"X)"K(S'X)=u"Ku >0,

ntrucat u = S™'x este arbitrar si nonzero, la fel ca si X.

Urmeaza ca valorile proprii ale lui R sunt reale si pozitive, asa cum trebuie sa avem
conformcu 4 = a)iz. Astfel, pentru a rezolva (12), orice metoda pentru problema de

valori proprii ale unei matrici simetrice si pozitiv definite poate fi aplicata lui R.
n

Scalare

Matricea R poate fi scalata, adica se pune R = R’ * factor . Ecuatia (12) devine
(R"=2"1)y =0, unde

A= A
factor

Astfel, dupa determinarea valorilor proprii A" avem A = A'* factor , iar pulsatiile

proprii se gasesc din:

w =+ A" * factor
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Calculul lui R
- Cel mai simplu caz este acela in care matricea M este diagonala (model de mase

concentrate), M =diag(m,).

Atunci, avem S=S" =diag(/m,), si S =S =diag(1//m,). Astfel,

elementele lui R si x sunt date de:

- Dacd M nu este diagonali: notdind Z =S, matricea Z se calculeazi usor din
SZ" =e j=1n prin substitutie inapoi, intruct S este superior triunghiulara.

Apoi, R=ZTKZ 5i x=2y.

Exemplu
Fie matricile:
1 0 O 1 -1 O
M=/0 2 0 [; K=|-1 3 -2
0 0 25 0 -2 6
Avem:
1 1
S=| 2 . st=| 12
J2.5 1//2.5
Rezulta:
1 -1/\V2 o0
R=|-1/V2 15 -2/\5
0 -2//5 24

Pentru valorile proprii si vectorii proprii ai lui R, v. [3] “ANA — Manual de

utilizare”.
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NOTE
1. Algoritm si Rutine
Rutinele pentru calculul pulsatiilor si vectorilor proprii prin metoda de mai sus, se
gasesc in folderele din \ANA\EIGEN\ - Biblioteca ANA - v. [3].
Calculul va parcurge urmatorii pasi:
1) Calculul matricii R: \Eigen\General R (SauGeneral R1)
- Matricea de rigiditate K va fi furnizata de programul NELSAS — cu
incarcarile date de greutatea maselor.
- Matricea de masa M va fi:
= Generata direct, pentru mase concentrate;

= Furnizata de programul DINSAS, pentru mase distribuite. (Acesta va fi

2) Calculul valorilor si vectorilor proprii ai matricii R:
\Eigen\QR; \Eigen\Jacobi D

3) Regasirea valorilor si vectorilor proprii ai problemei generalizate:
\Eigen\Retrieve Eigen from R

Toate rutinele mentionate lucreaza in dubla precizie.

2. Unitati de masura

Pentru ca pulsatiile si rezulte in s~ trebuie ca elementele matricii M si fie in kg, iar

... N . s o
cele ale matricii K in — (sau, mai general, in unitati compatibile — v. 1.1)
m

Programul General R cere, la citirea din fisier a matricilor M si K, introducerea
unor factori care inmulfesc aceste matrici. Acesti factori vor asigura transformarea

unitdtilor folosite la generarea matricilor, in unitdti SI (sau, in unitdti compatibile).

3. Pulsatii sau frecvente
In particular, General R permite optiunea de a calcula pulsatii sau frecvente.
Frecventele sunt legate de pulsatii prin

f. =, /(27) [rad/s]

Perioadele de vibratie sunt:

T =— [S] m
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2 EXEMPLE de STRUCTURI

2.1 Ferma cablu Morris-Jensen

Acesta este tratata in [1, 2] sireluata in [7].

Exemplul este important pentru cd ferma-cablu a fost incercatd experimental, si astfel,
valorile calculate se pot compara cu valorile masurate.

Ferma este prezentata in ANEXE — Fig. 1.

Coordonatele nodurilor:

Nod X Y

1 24.3 39.1
2 25. 5.9
3 49.9 34.3
4 49.9 10.8
5 75.1 31.3
6 75.3 13.3
7 100.8 30.4
8 100.9 14.5
9 125.9 31.5
10 125.9 13.3
11 151.3 34.3
12 151.4 10.8
13 176.2 38.7
14 177.7 6.3

15 201.6 44 .7
16 201. 0.5

17 0.9 44.6
18 0. 0.

Forte de pretensionare initiale (kgf):
Element Forta
30.
29.67
29.4
29.19
29.19
29.46
29.64
29.91
30.24

O 00 J o U b w N
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10 29.55
11 29.46
12 29.19
13 29.19
14 29.4
15 29.64
16 30.

17-23 2.25

Marimile anterioare sunt masurate (in configuratia de echilibru la pretensionare)
E - A=19450 kgf /cm? - pentru cabluri, si 10500 kgf / cm?® — pentru montanti.
Tn calcule (A.Ch., 2007), aria tuturor elementelor (cabluri si montanti) s-a luat de
l1cm?.

Modelul de masa este cel al maselor concentrate.

Distributia maselor, in kg

Caz A B C

Nodurile superioare | 0.03 | 0.01 | 0.5

Nodurile inferioare | 1.0 0.5 0.5

Frecvente (1/s) — Cazul “A”

Nr. crt. | Experimental | Calculat Calculat
(Jensen, 1970) | (Kwan, 2000) | (A.Ch., 2007)

1 5.7 5.683 5.698294

2 8.1 8.009 7.999019

3 10.9 10.402 10.422799

27 -—- -—- 1469.618

28 -—- 1557.5 1559.720
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Frecvente (1/s) — Cazul “B”

Nr. crt. | Experimental | Calculat Calculat
(Jensen, 1970) | (Kwan, 2000) | (A.Ch., 2007)

1 7.50 8.077 8.078939

2 11.1 11.382 11.355259

3 14.5 14.781 14.785536

27 -—- -—- 2545.372

28 -—- 2697.7 2701.471

Frecvente (1/s) — Cazul “C”

Nr. crt. | Calculat Calculat
(Kwan, 2000) | (A.Ch., 2007)

1 5.768 5.772829

2 8.124 8.131251

3 10.569 10.59323

27 - 381.5504

28 1557.5 382.3856

2.2 Exemplul ADEN

Structura este o retea de cabluri in forma de paraboloid hiperbolic constituind
structura de acoperis pentru cladirea Aden Airways.

Structura este prezentatd in ANEXE — Fig. 2.

Reteaua este alcatuita din cate 7 cabluri, dispuse dupa directiile X si Y, la distante
egale. Proiectia pe planul orizontal este un patrat cu latura de 35.052 m.

Ecuatia suprafetei este (m):

,_533% , 38 ,

T 17526 17.526

Caracteristicile mecanice sunt:
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Elemente Arie (cm?)  Forte de pretensionare initiale (KN)
1-32 (cabluri, directiax)  12.7096 142.97
33-64 (cabluri, directia y) 12.7096 200.17

Modul de elasticitate: E = 16547.42 kN /cm?.
Valori de calcul (A.Ch., 2010):
- Densitate de masi: p =7.852E -4 (KN -s*/m)/(cm? - m)
(densitate de masa liniara: ~ 10 kg/m)
- Masa concentrata in nod — din greutatea cablurilor: 87.63 kg
(~87.63E-3 kN -s2/m).

Acceleratia gravitatiei: g = -9.81 m/s?.

Pulsatii calculate (rad/s) — Aden, mase concentrate

Nr. crt. | Geshwinder & | Kwan (2000) | A.Ch. (2012)
West (1979)

1 32.87 32.890 32.87524

2 39.18 39.203 39.18506

3 39.89 39.9009 39.76658

74 - - 1433.720

75 1436 1435.896 1442.498

Pulsatii calculate (rad/s) — Aden, mase distribuite

Nr. crt. | Kwan (2000) | A.Ch. (2012)
1 36.473 36.66083
2 45.211 46.48641
3 46.432 46.60045
74 -—- 2276.227
75 15733 2289.504
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ANEXE
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Fig. 1 — Ferma Morris-Jensen

a.ch. — Aprilie 2012



1753 10 52 251 1

2 17 53

32 5

45

Fig. 2 — Acoperisul ADEN
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