Capitolul 3

ANALIZA iIN DEFORMATII FINITE - TEORIA DE
CALCUL (Sumar)

1 DEFINITII, REPERE

Fig. 1 — Cablul in configuratia initiald si configuratia deformata

Configuratii

‘= I'(z,) ... Configuratia initiala la momentul 7 ;
I'=I@ ... Configuratia la momentul 7.

Repere

O0X 1 X X5 ... reper general (fix).

PeI°, P(X,,.X,,X;) ... punct generic pe re.
pel, p(x,x,,x;) ... pozitia lui P, la momentul 7.
U= ﬁ) ... vectorul deplasare.

Definitii

{X,,X,,X;} se numesc coordonatele lagrangeene sau materiale. Ele sunt
“identificatorii” punctului P.

{x,,x,,x;} se numesc coordonatele euleriene sau spatiale.



Miscarea

Este definita de functiile:
x, =x,(X,,X,,X,,1); k=123 (1)

Ecuatiile (1) dau reprezentarea lagrangeeana ale miscarii. Vectorial (1) se scriu:

x =x(X,1)
unde X ={X,,X,,X,}, x={x,x,,x;}. Vectorul deplasare este dat de
U=x-X, U={U"U*U")}.

Coordonate intrinseci si repere locale

I'’:  Arcul se noteazd s°. Reperul intrinsec in P este PE'EVEY, unde: & este tangenta
inPla I'’, iar &) L&) sunt axe in sectiunea perpendiculard pe & . Vectorul unitar
al tangentei in P la T’ se noteazd 0° (versorul axei &).

[:  Arcul se noteaza s. Reperul intrinsec in p este p&,&,&,, unde: & este tangenta in p la

[, iar £,1¢&, sunt axe in sectiunea perpendiculard pe &, . Vectorul unitar al tangentei

inPlaT se noteaza O (versorul axei &)).

2 IPOTEZE DE CALCUL

2.1 Deplasari si deformatii

Tinand cont de dimensiunile mici ale sectiunii transversale in raport cu lungimea
cablului, presupunem:

Ipoteza I

‘ Vectorii deplasare U nu depind decat de s° .

Adica, vectorii U sunt aceeasi in toate punctele sectiunii transversale.



Ipoteza I1

- In P avem o stare uniaxiald de deformatie, si anume extensie simpld dupa &/

- Fibrele perpendiculare pe &, raman perpendiculare pe &, (dupa deformatie).

0

s 0

> ds”
Observatie: efectul Poisson se neglijeaza.

Consecinte ale ipotezelor I, II:
Dupa deformatie, in p:
- axa & devine & ;

- axele &,,&, vor fi perpendiculare pe &, si perpendiculare intre ele. Atunci:

Alegem reperul p& &,E, ca fiind pozitia deplasatd a reperului PEE)EY .

Vectori si tensori de deformatie

Fie punctele P(s°) si P'(s° + ds”) pe I'°. In configuratia deplasati I', P > p(s) si

P p'(s+ds).

510 ,90

A p.’ ey £.0

Fig.2 — Deformarea elementului de cablu



Notam:
dX = PP, 1dX|=ds"

dx=pp, ldx|=ds

Avem:
U+dx=dX+U+dU,
dx =dX +dU

care, impartitd cu ds® da:

@ds _dX+dU
ds ds® ds° ds°

Avem:
dX o dx
—=0 = =0
ds ds
si rezulta
0 g U
ds ds

Introducem, prin definitie, vectorul

V=0’ +ﬂ0
ds
si avem
ds ds
V:()—O, |V|:—0
ds ds

Vectorul V va juca un rol fundamental in formularea ecuatiilor de miscare si echilibru.
Deformatia specificd in P(s”), intre I' i I'’, se va exprima prin:

_ 0
ds—ds _ &5 4y
ds ds

Tensorul lagrangeean al deformatiilor

Prin definitie, punem
ds> —(ds")’ =2E,,dX dX,, K,L=123

unde E,, este tensorul lagrangeean al deformatiilor.



(Se utilizeaza conventia Einstein de sumare 1n raport cu indicele repetat. Explicit:

EgdX dX, =Y Y E.dX dX, =E, (dX )’ +E,dX dX,+...)
K L

In reperul local P&PEE), notand pentru claritate E, ¢, = E,z, definitia devine:
ds> —(ds°)* = 2E§a§ﬁd§§d§2, a, =123

Ipoteza II inseamna:

Efaép =0, pentru (a, ) #(1,1).

Cu aceasta, rezulta:

ds* —(ds’)* = 2E,,d&)d&) = 2E,, (ds")’

Sau, notind simplu

E=E;.,

rezulta:

= ds* —(ds")? _ ds® 1
(ds®)’ (ds®)’

in fine, cu vectorul V definit mai sus, avem:
2E=IVFP -1=V? -1
Calculind V* avem (a- b desemneazi produsul scalar)

\'A :ﬂo'ﬂo+26O 'ﬂo+1
ds” ds ds
din care:

v dU U g, dU
ds’ ds ds
sau

dU 1dU dU

E=0" —+——.
ds®  2ds® ds°

Observatie

Ecuatiile de miscare contin E, care se calculeaza pe ultima expresie a lui E.



2.2 Tensiunea

Ipoteza III

In p avem o stare uniaxiala de tensiune, dupa £, .

Rezultd ca in p, in reperul p&,&,&,, tensorul Cauchy al tensiunilor va fi dat de:

leg =0
leg, =0, pentru (a,f)#(1,])

1n care:
T*

c=—,
A

unde T~ este forta axiald in p.
Rapel:

Tensorul Cauchy al tensiunilor, intr-un reper Ox, x,x, este:
tll t12 t13

[tkl]: n ln Il
Ly Iy Iy

{tn‘ C;

1, =17,

Ecuatiile de miscare se formuleaza cu tensorul Piola-Kirchhoff al tensiunilor, definit Tn

reperul PEYE)EY de

I

T _ds0 .
a8 ds

Ty =0, (@ f)#(LD)

1n care

%

. T
My

In expresia anterioara:
* . - A ~ . . -
T = forta axiald in p (in configuratia deformata I');
A" = aria sectiunii transversale in P (in configuratia nedeformata I'°);

6 = tensiunea in p, referitd la aria nedeformati A°.



Observatie:
Modificarea ariei A° — A provine din modificarea volumului V% >V, in conformitate

cu principiul conservarii masei:
0

jpdV = J'pOdV

v Ve

La un cablu, avem:

dV=A-ds, dV°=A"-ds’,si pdV = p°dV’ =dm m

2.3 Legatura tensiune-deformatie

Vom nota:

' = configuratia de referinti; in particular, I'"” =I'° = configuratia initiala.

I' = configuratia curenta.

I = o configuratie imaginari, in care cablul este lipsit de tensiuni.

Legitura dintre tensiunea 6 =T~/ A° si deformatia specificd €este dati de curba

tensiune-deformatie:

Q>

6'(r)

Fig.3 — Legatura tensiune — deformatie

Y° =tgar = modulul de elasticitate secant, intre (6",£") si (6,¢€).

Ipoteza IV

Legatura intre tensiuni si deformatii este data de:



6=6"+Y"e-£€")
1n care:

ds —ds” o _ ds" —ds
E=——+—, & =——
ds ds

Rezulta:

o _ ds—ds" ds°

E-€ —=A0VI=IV"]
ds’ ds ( )
unde s-a pus:
0 A0
A= ds* =1+¢&° =1+G—0
ds Y
Notand

AV = VI-IV7 |

relatiile tensiuni — deformatii si respectiv deformatii — deplasari, iau forma:
G=6"+ YAV

=€V + AV

In particular, dacd T'” =T, adica, configuratia de referinta este I, relatiile devin:

6=69+2Y°AV"
=9+ AV

1n care:

0
AVO =1 vI-B v
A

Rezulta explicit:
6=6Y+2Y°(VI-1
e=eV+2X01VI-1)

In aceste relatii:

unde:



T este forta axiald in p (in configuratia I');
A" = aria sectiunii transversale in P (in configuratia I'°).

A T’

e

unde T° =T este forta axiald in configuratia initiald I"°;
. 69

" == este deformatia specifica in I"".

=

Observatie

Tensiunea Piola-Kirkhhoff ia forma (finand cont de % =|lVI):
s

s . 6 SV +XY°(VI-1) &0 - pY°

6=—= + A’
VI VI VI

T§P§P - ds

Ecuatiile de miscare si echilibru se formuleaza cu “rezultanta tensiunilor Piola”, data de
40

T=ATa

Cu expresia anterioara, rezulta:

T(© _ J0y0 40
T :;

+ Y°A°,
[V
unde T = 6'” A este forta din cablu in configuratia I'°.

Pe de alta parte, avem:

o T
VI V]

unde T~ este forta axiala din cablu in configuratia I'. Rezultid cd T este dati de :
T =TIV]

Cu V =V 10, rezulta si relatia

TV=TIVI0O=T"0
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3 DISCRETIZAREA CABLULUI

3.1 Discretizare

N+1

0 (N+2) I

Cablul se considera divizat prin punctele 0, 1, ..., N in arce Iy =[s},sy,,], de lungime
As, = sy, — s, . Pentru convenientd, nodul de capit N+2 se noteazi cu indicele 0. Avem
astfel, K =0,N

Punctele de diviziune se vor numi noduri. Arcele T’y se vor numi elemente.

3.2 Ipoteze

Ipoteza V
Cablul este drept intre doud noduri.

Rezulta:

0°(s") = 0% = constant, pentru s’ € T'y

Ipoteza VI
Functia U(s") se presupune liniard pe Ty .

Aria sectiunii transversale Aj (s°) este constantd pe Ty .

ST e

U(s")
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Rezulta:

U(s*)=U, +UK+1—_OUK(s—s,‘;), s'e Ty
Sk

unde

U, =U(sp) Uy, =Ulsi,)

Cu acestea, rezulta:

0 —
(1) dU(i ) = Ui OUK = constant,  pentru s’ € l—}g;
ds ASK

() V(s®) = ﬂo +0° =V, = constant, pentru s° € Iy, unde:
s

Vi = —U’“Als_o U g0,
K

(3)  T(s")=T, = constant, pe Iy, unde:

T2 — 2 A%Y?
T, = %Kl’“w A AYY

Nota

Urmatoarele marimi cu indicele inferior K , si anume As,, V., Ty, Ag, A;, Y, se refera la
elementul de cablu orientat K — K +1 (noduri de capat: Ksi K +1).

U, se referd la nodul K.

Ipoteza VII

Incircarea p(s°) este continud pe I'’, si este functie liniard pe Ty .

. l ....... \ ...... (\\\p?“ B
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Observatie

Incircarea p°(s”) este densitatea de distributie a Incircirii P — raportati la lungimea

arcului in configuratia I'°:

b P
ds®

Din Ipoteza 6 rezulta:

0 0
Pxa =P

K+1 5 K (S

p'(s’) =py + —s%); eIy,

Sk
1n care:

Py =P’ (s3); Py =P’ (55.1) -

Rezulta forta echivalenta de nod:

Py = §[Asg Py +2(Asg, + Asi )Py + Asipic. ]+ Py

in care, P, este forfa concentrati in nodul K. (In particular, putem avea: P, =0).

In particular, dacd p°(s°) =p° = constant pe T° (incircare uniform distribuitd), rezulta
P, =L1(As)  +As))p’ + P,

4 ECUATIILE DE MISCARE

Ecuatia de miscare a nodului K are forma

%O[Asg_lﬁ,(_l +2(AsY | +AsHU, +AsP U, 1+m, U, 4-1)
+Tx Vi, — TV =P, =0

in care:

p° este densitatea de masi liniard — pe unitatea de lungime in configuratia initiald T'°,

data de

p° = dm _ p°Ads’

040
ds® ds® =pA

unde p° =dm/dV° este densitatea de masi in I'’;
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m, este masa concentratd in nodul K;

— Uy, —U

V, =—&1 K ;9%
K As,o(
TO - 2Y°A°
Te=—31 + YA

K
P, este forta echivalentd de nod, in nodul K.

Forma matriceala

Ecuatia de miscare a nodului K ia forma matriceala:

[m, X, [2(m,_ +m)+m M, mL]| U, |+f,(U)=P, (4-2)
UK—H

1n care:

=0
m, = %As?, L=K-1,K; I, este matricea unitate 3x3; m, este masa concentratd in

nodul K. In cazul unei structuri plane, I, se inlocuieste cu I, (matricea unitate 2x2).

£, (U) =T Vi, =T Vi

Conform expresiilor de mai sus ale lui 'V, si T}, rezulta ca:

£ (U) =f, (Ug, Uy, Uy

Ecuatia de mai sus se scrie pentru toate nodurile cu grade de libertate: K= 1,2, ..., N.
Ele se pun sub forma matriceald

MU +£(U) = P(r) (4-3)

in care M este matricea de inertie, iar
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Structura matricii M este de matrice banda: pe "linia” corespunzatoare lui U, In
“coloanele” K —1,K, K +1, vin elementele matricii de masa din ecuatia de miscare a

nodului K, si in restul coloanelor 0 (matricea nuld 3x3).

Observatii
1) Amortizare

Ecuatia matriciald de miscare a retelei este

M- U+C-U+£U)=P()

Amortizarea este consideratd de forma Rayleigh:

C=a-M+ K

in care K este matricea de rigiditate In configuratia initiald: K = A(U(z,)) , unde A este
jacobianul lui f.

2) Excitatie seismica

In cazul unei acceleratii a(t) ={a,(¢), a,(t), a,(t)} imprimate suporturilor (excitatie
seismicd), in ecuatia de miscare membrul doi se Tnlocuieste cu vectorul

P=[P-m'a .. P,—m af

in care P, = {P;, P;,P;} este vectorul fortei echivalente in nodul K, iar m, este masa

echivalenta in nodul K.

Masa echivalenta de nod, in nodul K, se calculeaza prin:

mi =1 p°(Asy_, +Asy) +m,,

unde: p° este densitatea de masa liniard pe I'’, iar 7, este masa concentratd in nodul

K.

5 ECUATIILE DE ECHILIBRU

Ecuatiile de echilibru se obtin punand U « =0, U « =0, K=1N,inecuatiile de
miscare:
f,(U)-P=0; K=12,...N

Sau, matriceal



FU)=f(U)-P=0 (5-1

1n care, conform celor anterioare, avem:

0 T
U} u,
U} Uy
U= _5__ el R S U e
Uy
Uy
_Ui,_ | Usy |
£ [P
2 P
£ P’
FU)=| ¢ |=0f ] P= :|;
fu Py
v Py
] Py |

Ecuatia (*) se rezolvd cu metoda Newton, prin:

AUHAUSY =-F(U")
{ k20 (5-2)

U(k+l) — U(k) +AU(k+l)

in care A(U) =[df,/ au‘,.] este jacobianul lui f (sau F), iar k indicele iteratiei.

Explicit:
I
ou, Jdu, ou,
AU)=|. oo
S, 9, F,
| du,  du, u, |,

Iteratia se opreste prin testele:
Il AU II< EPS,
Numarul de iteratii k < LNIT ,

unde EPS si LNIT (numarul limita de iteratii) se aleg dinainte.

15
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Observatie

U este aproximatia initiald a deplasirii U (din configuratia I'’, in configuratia de
echilibru I'). Se poate lua U” =0

m

Explicit, ecuatiile (5-2) au forma:

[_AK—I : K—1+AK :_AK]' AUK :PK_fK (5-3)

Ecuatiile (5-3) sunt scrise pentru K =1,2, ..., N.
La pasul i al iteratiei, A, A,f, suntcalculatein U, iar AU, = AUY",
J=K-1,K,K+1. Explicit:

All A21 A3l
K K K
Ap=| AP AP AT |=1AP]
Al3 A32 A33
K K K

(L = indice de coloand; M = indice de linie), unde

M _ 1 S 0 L AY?° 0 VKLVéM
AK _E[ LMTK+( KAKYK_TK)vi |3

13 LM =123

Reamintim ca marimile As,,V,,T,,A.,A.,Y, si odatd cu acestea si A ., A,ﬁM , se refera
la elementul de cablu orientat K — K +1.

[

Observatie asupra ecuatiei de echilibru a nodului K

Explicit, ecuatia de echilibru a nodului K este:

Ty Vi =Ty Vi =Py

Tinand cont de relatia (§ 2.3 - Observatie)

TV=T9,

unde T~ este forta axiald din element, iar @ versorul directei elementului orientat,

aceasta ecuatie se scrie

~T; 0., +T0, +P, =0
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In aceasta forma se recunoaste ecuatia obisnuita de echilibru in nodul K — vezi figura de

mai jos.

6 CAZUL RETELEI

6.1 Ecuatii de migcare

In cazul in care in nodul K vin cabluri pe doua drumuri orientate I, I, ecuatiile de miscare

pentru nodul K, (4-1), vor avea forma

—0
P 0 ¥ 0 0 0 0 0 \F
6 [Asg  Ugy +Ase Uy +2(As,, +Asg p +Asy , +Ase )U

+ ASIO(,IUKH,I + A510<,11I”J1<+1,11 1+ mK[”JK
+ (TK—LIVK—LI - TK,IVK,I ) + (TK—I,II V1<—1,11 - TK,II VK,II ) - PK =0

S-a presupus ci densitatea de masd p° este aceeasi pe drumurile LI In ecuatiile de mai

Sus:
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Py =Py, +Py,,
unde P, , este definit in 3.2.

Sau, in general,

—0
% {Z ASIO<—1,JUK—1,J + (Z Z(Asz—u + Aslow )jUK + ZASIO(H,JUKH,J +m Uy
7 7 7
+ Z (TK—I,J VK—I,J - TK,JVK,J ) (6‘1)
7
-P, =0

Sumele se efectueaza de la J =1 la J = Numarul de drumuri incidente in nodul K.

6.2 Ecuatii de echilibru

Daca in nodul K vin cabluri pe doua drumuri orientate I, I, ecuatiile de echilibru pentru
nodul K vor avea forma

f, (U)-P, =0,

unde:

£, (U)=f,,(U)+1f, U); Py =Py, +Py .
iar £, , (U), P , sunt date de expresiile pentru cablul pe drumul J.

Ecuatiile (5-3) vor avea forma:

AL 1AL TAL +AY +AL+AY | —AL | —AY] AU, |=P -1, (62)

1n care Aé sunt date de expresiile din §5, calculate pentru drumul J.

Aceasta forma se generalizeaza in mod natural, daca in nodul K vin cabluri pe mai mult
de doua drumuri orientate.

Ecuatiile (6-1), scrise pentru K =1,2,..., N se pun sub forma

A-AU=P-f, (6-3)

1n care:
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AU, P —f
AU, P, -f,
AU = __:_2_ : P-f= __2_:__2_
AU, P, —f,

Matricea A are forma derivata din cea a ecuatiei (6-2), ordonand, in (6-2), elementele

vectorului [AU %, JJ in ordinea 1,2,...,N .
Matricea A = A(U) se zice matricea de rigiditate tangentd — in configuratia definitd de
vectorii U={U,, K =12,...,N}.

V. “Deducerea ecuatiilor de miscare”.

6.3 Calculul reactiunilor

Ecuatia de echilibru in nodul suport K, va fi

z (T Vi —Te Vi) =Ry
7

unde R este reactiunea in nodul K. Suma se face in raport cu drumurile J incidente in
nodul K. Vezi Figura de mai jos —in care barele (K —1,K) si (K, K +1) alcatuiesc un

drum orientat, incident in nodul K.

Sau, explicitand elementele la care se refera T 51 V,

Z(TK—I,KVK—I,K - TK,K+1VK,K+1) =Ry
7

L J
2

K,K+1
)

K = Nod t
R, od supor

Cu aceasta, formula de calcul a reactiunii se poate scrie:

R, =Y £T)V,
1
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unde suma se face in raport cu elementele I incidente n nod, iar semnele se aleg,
conform orientarii elementelor, cum urmeaza:

+ : pentru elemente care intrd in nod (elemente ’Tn urma’)

- : pentru elemente care ies din nod (elemente “inainte’)

Observatie

Cu TV =T"0, formula anterioari se poate deduce din ecuatia obisnuita de echilibru de

nod (v. Observatia din 5):
D> FT,/0,+R, =0,
1

unde semnele se iau astfel: — daca bara (orientatd) intrd in nod , si + daca bara iese din

nod.m



